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Mengenlehre und reelle Funktionen. 


Hornieh, Hans: Ergänzung und Beriehtigung zu meiner Arbeit: „Über eine Zu- 
sammensetzung von Mengen“. Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. 51, Abt. 1, 80-81 (1941). 

In Berichtigung und Ergänzung der entsprechenden Ausführungen einer früheren 
Arbeit [Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. 50, 105—111 (1940); dies. Zbl. 23, 304] wird 
für L,((M,M,)) bei ebenen, konvexen M,, M, eine explizite Darstellung mit Hilfe der 
Stützfunktionen (unter passenden Differenzierbarkeitsannahmen) gegeben und sodann 
eine Abschätzung nach oben sowohl als nach unten. Haupt (Erlangen). 

Jankoff, W.: Sur Puniformisation des ensembles A. C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 30, 
597—598 (1941). 

In dieser Note wird eine ebene Menge, die mit jeder Parallelen zur OY-Achse 
höchstens einen Punkt gemein hat, eine ‚Kurve‘ genannt; sodann wird der Lusinsche 
Uniformisationssatz [Mathematica 4, 54—66 (1930)] folgenderweise verschärft und neu 
bewiesen: Jede ebene Menge läßt sich mittels einer Kurve, welche die Bairesche Eigen- 
schaft besitzt und zugleich .eine 4,,5-Menge ist, uniformisieren. (A, bezeichnet dabei 
die Differenz zweier Suslinscher Mengen.) @. Alexits (Budapest). 


Broudno, A.: Sur les fonetions uniformement eontinues sur des ensembles mesu- 
rables B. Bull. Acad. Sci. URSS, Ser. Math. 4, 105—111 u. franz. Zusammenfassung 
111—112 (1940) [Russisch]. 

Glivenko hat den folgenden Grenzprozeß eingeführt: Die Funktion f(x) sei der 
Folge {f„(z)} zugeordnet, wenn es zu jedem x, eine Zahl N gibt derart, daß /,(x) = f(x,) 
ist für alle n> N. Durch wiederholte Anwendung dieses Grenzprozesses auf die in 
[0, 1] stetigen Funktionen ergeben sich den Baireschen Klassen ähnliche Klassen. Fol- 
gende Sätze werden bewiesen: Damit f(x) zur Klasse & gehört, ist notwendig und 
hinreichend, daß sich [0,1] in abzählbar viele @,-Mengen zerlegen läßt, auf welchen 
f(x) gleichmäßig stetig ist. Hierbei bedeutet @, eine durch Durchschnittbildung er- 
haltene Borelsche Menge (x + 1)-ter Klasse, Ferner wird gezeigt, daß eine Bairesche 
Funktion «&-ter Klasse entweder zur &-ten oder zur (& + 1)-ten Klasse oder aber 
zu keiner Klasse dieser Einteilung gehört. — Nach Auszug. @. Alexits. 


Liapounoff, A.: Sur les fonetions-veeteurs complötement additives. Bull. Acad. Sci. 
URSS, Ser. Math. 4, 465—478 u. franz. Zusammenfassung 478 (1940) [Russisch]. 

Bezeichne g(E) eine Vektorfunktion, die auf einem gegenüber Summen- und 
Durchschnittbildung invarianten, abstrakten Mengensystem definiert ist und deren 
Werte Vektoren des n-dimensionalen euklidischen Raumes sind. Gilt für jedes ab- 
zählbare System E,, E,,.. ., En, ... von zueinander paarweise fremden Mengen die 
Beziehung g(I) E,) = Y(E,), so heißt p(E) total additiv. p(Z) hat auf H einen 
Sprung, wenn für alle Teilmengen EZ’ von E entweder g(E’) =0 oderg(E’) = Y(E) +0 
gilt. Mit Z* wird die Summe aller Mengen E, mit der Eigenschaft 

g(E-E)=gp(Eh-E=0 

bezeichnet. Es werden folgende Sätze bewiesen: I. Die Wertmenge einer total additiven 
‘ Vektorfunktion ohne Sprünge ist konvex. II. Die Wertmenge einer total additiven 
Vektorfunktion ist abgeschlossen. III. Ist p(E) total additiv und ohne Sprünge, be- 
zeichnet außerdem a einen zur Wertmenge £ von @(E) gehörenden festen Vektor, so 
hat die Gleichung p(Z*) = a kontinuierlich viele verschiedene Lösungen, falls a zum 
Inneren eines Segments aus & gehört, im entgegengesetzten Fall hat sie aber nur eine 
"einzige Lösung. — Nach Auszug. @. Alexits (Budapest). 
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Smiley, M. F.: A note on measure funetions in a latticee. Bull. Amer. Math. Soc. 
46, 239—241 (1940). 

Es sei L ein (im folgenden stets mödularer) Verband und (a) eine reelle (im fol- 
genden, bis auf Beh. 1 stets monoton zunehmende) Funktion über Z, also a€EL. Als 
meßbar werde jedes a € L bezeichnet, für welches (a + b) + u(ab) = u(a) + u(b) 
für alle BEL. Es bezeichne L(u) die Gesamtheit aller meßbaren a€EL. Wenn für 
jede auf- bzw. absteigende Folge von a, € L(u) mit einer Summe bzw. einem Produkt 
aE Lgilt: lim u (a,) = u(a), so sage man, L genüge der Bedingung B* (w) bzw. B” (u); 
gilt überdies lim u(a, + b) = u(a + b) und limu(a,b) = (ab) für jedes bDEL, so 
spreche man vom Erfülltsein von B+ bzw. B°. Schließlich sei gesetzt u* (a) = 
Grenze [u(c) mit gEL und c>a], u” (a) = Grenze [4 (c) mit c&EL und c=a]. Ist 
u(a)=u* (a) bzw. u(a)= u” (a) für jedes «EZ, so heiße u(a) eine reguläre äußere bzw. 
innere Maßfunktion. Dann gilt: 1) Es ist L(u) ein Unterverband von Z. 2) Hinreichend 
für die Abgeschlossenheit von L(u) gegenüber Summen- bzw. Produktbildung (aus ab- 
zählbar vielen Elementen) ist B+ bzw. B- ; falls B* (u) bzw. B- (u) gilt, ist diese Bedin- 
gung auch notwendig. 3) Gilt B*+ (u) bzw. B- (u) und ist u eine reguläre äußere bzw. 
innere Maßfunktion, so gilt auch B+ bzw. B-. 4) Ist L abgeschlossen gegen Summen- 
und Produktbildung, ist u(a) reguläre äußere bzw. innere Maßfunktion, und gilt B* bzw. 
B-, so ist a€ L(u) gleichbedeutend mit u” (a) = u(a) bzw. u* (a) = u(a). Haupt. 

Hestenes, M. R.: Extension of the range of a differentiable function. Duke math. J. 
8, 183—192 (1941). 

In vorliegender Arbeit gibt Verf. neue Beweise für ein Ergebnis von Whitney 

: [Trans. Amer. Math. Soc. 86, 63—89 (1934); dies. Zbl. 8, 249], das sich im wesentlichen 
auf die Fortsetzbarkeit einer Funktion mehrerer Veränderlicher und ihrer Ableitungen 
bezieht. — Es seien m eine nichtnegative ganze Zahl oder +00; kı,...,KÄn 
nichtnegative ganze Zahlen mit k, + --- + k„<m, falls m endlich ist; fx, ... tn (21, -- -» Zn) 
Funktionen, die auf einer Menge I des euklidischen S, stetig sind und den Beziehungen 


gehorchen 
1 
Ir u. In (813 + Zn) = 2 areamalat u Ent in (Yı + Ya) (Ei Yıll oo (En — Yn)r 
(1) +R ER A ee Ins Yır--» Un): 


(=, Lane: Zi+h <p), 


worin p entweder m oder eine beliebige nichtnegative ganze Zahl bedeutet, je nach- 
dem m endlich oder gleich + oo ist; X = (z%,,..,2%,) und Y= (yı,:..,%n) sind 
Punkte auf I; Ry, ku... Km Ist für jedes feste X eine bezüglich der Entfernung 2% 
unendlich kleine Größe von höherer Ordnung als p— k) — :-- — k„. Dann heißt 
Hay: &) = 1o..,0 (81 - - -» %n) die Klasse 0” bezüglich der fr,, ..., x, auf I. Man sieht 
sofort ein, daß, falls I offen ist und f auf I zur Klasse C” gehört, die in der Gleichung (1) 
en 
da... 0 
und das Ergebnis ist offenbar umkehrbar, falls diese Ableitungen existieren und stetig 
sind. — Hiernach beweist Verf. das folgende Ergebnis von Whitney: Ist /(z,, - - -, %,) 
zur Klasse 0” bezüglich der fk,,...,r, auf I gehörig und I abgeschlossen, so gibt ee 
in S, eine Funktion F(x,,...,%,), die auf $, — I zur Klasse C+® und auf I zur 
Klasse 0” gehört und für die in den Punkten von I die Gleichungen gelten: 
or + '+Kn 
F=}, Bel in 


auftretenden Funktionen fy,,..., x, nichts weiter sind als die Ableitungen 


=. Verf. verfolgt zwei Methoden, deren erste ein auf den Faln=3, m =1 bezügliches | 
Er Verfahren von L. Lichtenstein [Math. Z. 30, 794—795 (1929)] nachahmt und vor- 
a aussetzt, daß m endlich ist und der Rand von I gewissen passenden Bedingungen 
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genügt, z. B. eine reguläre Mannigfaltigkeit der Klasse 0? mit g> m bildet, während 
das zweite Verfahren keine Beschränkungen erfordert und sich an Gedankengänge 
von Whitney anlehnt. @. Scorza Dragoni (Padova). 


Radö, T., and P. Reichelderfer: A theory of absolutely continuous transformations 
in the plane. Trans. Amer. Math. Soc. 49, 258—307 (1941). 

Ziel der Verff. ist eine Theorie der Totalstetigkeit für stetige ebene Transformationen. 
Ihrer Ansicht nach ist die Theorie von Banach [Fundam. Math. 7, 225—236 (1925)] ebenso- 
wenig zureichend wie diejenige, die sich auf dem Tonellischen Begriff der totalstetigen 
Funktionen zweier Veränderlicher aufbauen läßt. Verff. behaupten ferner, daß die Theorie 
von Caccioppoli [Rend. Circ. mat. Palermo 54, 217—262 (1930); vgl. auch Math. Ann. 101, 
672—685 (1929)] von Grund auf verfehlt ist, einmal weil sie sich auf ein Lemma stützte, 
das sich auf die Fortsetzbarkeit einer auf einer offenen Menge O erklärten additiven Funk- 
tion ®(O) auf die Borelschen Mengen bezieht und das in der allgemeinen Fassung von Cacciop- 
poli unrichtig ist, sodann weil zahlreiche der konkreten Fortsetzungen, die Caccioppoli als 
möglich ansieht, in Wirklichkeit unausführbar seien. Die erste ihrer Behauptungen stützen 
Verff. auf ein Beispiel, nicht so die zweite. Das Lemma von Caccioppoli besagt genauer 
folgendes: Für einein einem Rechteck veränderliche offene Menge O sei1) ®(0) > 0,2) ®(> 0O,) 
= 9(0,) wenn O,,0,,... offene punktfremde Mengen bezeichnen, 3) 8(0,)= ®(Ö,) für 
050,4) In ®(O,) = P(0O), falls O: denjenigen Teil von O bezeichnet, der aus den Punkten 


besteht, die vom Rande von O um mehr als & entfernt sind; dann ist es möglich, © für alle 
im Rechteck enthaltenen Borelmengen derart zu erklären, daß die Additivität erhalten bleibt 
[Rend. Accad. Sci. Fis. Mat. e Nat. Napoli 33, 150—153 (1927)]. Nach einer Mitteilung an 
den Ref. erklärt Caccioppoli, daß sein Lemma offenbar richtig ist; falls man die Bedingung 
hinzunimmt, daß ®(0, +0,)<=9(0,) + ©(0,) sein soll, sobald O, und O, nicht punktfremd 
sind, daß ferner diese Zusatzbedingung in den von ihm betrachteten konkreten Fällen erfüllt 
ist und daher seine Theorie ihre volle Gültigkeit beibehält. Wir berichten nun über die Theorie 
der Verff. z=t(w) bezeichne eine stetige und beschränkte Transformation 7 einer beschränkten 
Punktmenge S der w = u + iv-Ebene in eine beschränkte Menge 7’($) der z= x + iy-Ebene. 
Bezeichnet dann 7, =1t,(w) mit w€ $ eine weitere stetige und beschränkte Transformation 
und Z eine Menge der w-Ebene, so definiert man als Entfernung o(T,, T; E) den Ausdruck 
e(T,, T; E) = obere Grenze |t,(w) — t(w)| fürwE#-8, falls E-8 #0,0(7, 7; H)=0, 
falls E-8=0. N(z2,7T,E) bedeute die (möglicherweise unendlich große) Anzahl der ver- 
schiedenen Punkte von Z : T’"!(z). — Nach Vorgabe eines beschränkten Jordan-Bereiches R 
(Bereich = offene, zusammenhängende Punktmenge samt Rand) von endlicher Zusammen- 
hangszahl in der w-Ebene, für den eine stetige beschränkte Transformation 7 definiert ist, 
werde mit &(k, T,R),k=0,1,2,..., die Menge der Punkte z bezeichnet, für die es eine solche 
Zahle=es(k, z, T,R)>0gibt, daß für jede in erklärte 7',, die der Ungleichung o(7,, T;R) <e 


genügt, N(z, 7,R)=k ausfällt; man setze fernerhin 8(+%, 7, R) ZI RE T,R). Hier- 
nach werde gesetzt x(2, T,R) = k, falls zEK(k, T,R)— K(k+1,T,R), (2, T, R) =+, 
falls zER(+®, T,R). #(z, T,R) ist die wesentliche Vielfachheit von z im 7'-Bild von R 
und nach unten halbstetige Funktion von z und T. Mittels eines Grenzüberganges erklärt 
man die wesentliche Vielfachheit x(z, T, D), falls D ein beschränktes Jordan-Gebiet ( Gebiet 
= offene zusammenhängende Menge) und 7’ stetig und beschränkt in D ist. — Es sei nun 
R CD und C eine bezüglich R positiv orientierte Randkurve von R, CO die durch die Abbil- 
dung 7 aus C’ in der z-Ebene entstehende stetige, geschlossene, orientierte Kurve. u(z, T, C) 
bedeute die topologische Ordnung des Punktes z bezüglich (, falls 2: C = O ist, a(2, T7,C)=0, 
falls z € C’; gehört z nicht dem Bilde des Randes von R an, so werde u(2, T,R) = u(z, T, C) 
gesetzt, wobei die Summe über alle Randkurven CO von R zu erstrecken ist, andernfalls sei 
(2, T,R) = 0. — Zu einem Punkte z betrachten wir nun eine Komponente von T' (2). 
Sie ist immer bezüglich D abgeschlossen; ist sie ein Kontinuum (d.h. ist sie auch bezüglich 
der w-Ebene abgeschlossen), so sei sie mit o(z, T) bezeichnet. Eine o(z, T) heißt wesentlich, 
wenn jede sie enthaltende offene Menge auch einen o(z, T) enthaltenden Bereich N enthält, 
für den u(z, T,R) + 0 ist. Dann gilt der grundlegende Satz: x(z, T, D) ist die Anzahl der 
verschiedenen wesentlichen o(z, 7). — Zu einer vorgegebenen, in D stetigen und beschränkten 
T sei M=M(T, D) die Menge der Punkte w, derart, daß w, selbst eine wesentliche o(t(wo), T) 
sei. N = N(T, D) hingegen sei die Menge der Punkte w, von M derart, daß in eine passende 
Umgebung von w, außer w, kein Punkt einer wesentlichen o(t(wo), T') fällt. Ist wo € N,so 
gibt es eine Umgebung N(w,) derart, daß, falls RCN(w) w, im Innern enthält und 
(two, T,R) + 0 ist, u(t(wo, T, R) einen von R unabhängigen Wert j(wo, T) besitzt. Gehört 
aber w, nicht zu N, so sei definitionsgemäß j(w,, T) = 0. j(w, T) ist der lokale wesentliche 
Index. Grundlegend ist die Tatsache, daß die Menge der Punkte w,, in denen |j(wo, 7)| > 1 


ist, abzählbar ist. Dies sind die topologischen Grundlagen der Theorie. — In der w-Ebene 
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sei B eine meßbare Menge derart, daß für jedes achsenparallele Rechteck R mit dem zu D 
gehörigen Innern R® die Menge T(R°: B) meßbar sei. Das Maß von T(.R®- B) werde mit 
G(R, T, B) oder einfacher mit G(.R) bezeichnet. Dann ist Tin D bezüglich B von beschränkter 
Variation (b. V. B in D), wenn es eine Konstante M gibt, so daß für jede Folge sich nicht 
überdeckender Rechtecke s; vom Muster R D)G(s,) < M wird. Gibt es ferner zu jedem e > 0 
ein n> 0, so daß D}@(s,) < e, wenn zu den vorangehenden Bedingungen noch die hinzu- 
tritt: I) Maß (s,) <n, so ist T bezüglich Bin D totalstetig (t. s. B in D). Die Funktion 
N(z, T, D- B) ist meßbar, und 7 ist b. V. Bin D genau dann, wenn N (2, T, D- B) summier- 
bar ist. Nach der selbstverständlichen Definition der Ableitung D(w, T, B) oder D(w) der 
Funktion @(R) in einem Punkte w gilt: Ist 7’ b.V. Bin D, so existiert D(w) fast überall 
in D und ist endlich, daselbst meßbar und sumimierbar, und für jede offene Untermenge O 
aus D gilt //D(w, T, BBs//N(z, T,O-B). T ist t.s. B in D genau dann, wenn 
(6) 


SSDiw T,B)=/f/N(z, T,0-B). Ist überdies 7’b.V. Bin D und H(z) in der z-Ebene 
D 


endlich und meßbar, so ist H (t(w)) D(w) fast überall in D definiert und daselbst meßbar. — 
Ist weiterhin 7 auch t.s. Bin D, so gilt für jede meßbare Menge EC D die folgende Fun- 


damentalformel SS H(tw))D(w, T,B)=/f/H(z)N(z, T,E- B), 
E 


sobald eines der beiden Integrale existiert. Dies sind die metrischen Grundlagen der Theorie. — 

Verff. zeigen, daß es erlaubt ist, Bmit M= _M(T,D) zu identifizieren; sie setzen D,(w, T) = 

D(w, T,M), J(w, T)=j(w, T) - D,(w, T), so daß J(w, T) die Verallgemeinerung der Funktional- 

determinante ist. Ist 7’ b.V. M in D, so ist in D fast überall |J(w, T)|= D,(w, T); J(w, T) 

ist in D summierbar. Für jedes Gebiet D, C D werde gesetzt v(z, 7, D,) =D j(w, T) für 
w 


weM-D-T-!(2), falls N(z, T,M-D,) <+x,undv(z, 7, D,) = 0, falls N (2 7,M-D,)=+» 
ist; v(z, T, D,) ist der wesentliche Index. — Zu einem gegebenen D sei K,(D) die Klasse 
aller stetigen beschränkten, t.s. M in D Transformationen. Ist TE K,(D) und H(z) meßbar 


und endlich, so wird SS Bw) D,(w, T)= /[/H(e)N(z, T,M-D), 
D 


falls eines der beiden Integrale existiert, und 
SS H’tw)J(w, T)= f[/ H(z)v(z, T, D), 
D 


falls das Integral der linken Seite existiert. — Schließlich studieren Verff. die Klasse K,(D) 
derjenigen Transformationen aus K,(D), für die fast überall in der z-Ebene N(z, 7, M - D) 
= x(2, T, D) ist; für sie ist fast überall in D |J(w, T)| = D,(w, T); ist R ein Jordanbereich, 
T stetigin R und gehört 7 zur Klasse K, (RP), wo R° das Innere von Rt bezeichnet, hat schließlich 
das Bild des Randes von R das Maß Null, so wird 


EL) Ja, T) = // H(z)u(2, T,R), 


falls das Integral linker Hand existiert. Ebenso untersuchen Verff. die Unterklasse von K,(D), 
die aus denjenigen 7' besteht, die fast überall in D eine gewöhnliche Funktionaldeterminante 
besitzen, die dann fast überall mit J(w, 7) zusammenfällt. Für jede der beiden letzten Klassen 
beweisen sie überdies einen Abgeschlossenheitssatz. @G. Scorza-Dragoni (Padova). 


Analysis. 
Allgemeines: 


© Bennett, C.M.: Easy mathematies. Vol. 1. London, Glasgow a. Bombay: 
Blackie & Son, Ltd. 1940. VI, 138 pag. 1/9. 


© Kärmän, Theodore v., and Maurice A. Biot: Mathematieal methods in engi- 
neering: An introduetion to the mathematical treatment of engineering problems. New 
York a. London: McGraw-Hill Book Co. Inc., 1940. XII, 505 pag. 26/-. 


© Bouligand, G.: Index d’analyse et de g6omötrie, suivi de supplöments sur a 
theorie de P’intögrale, sur la spatialisation, sur la transformation de Sophus Lie. Paris: 
h Libr. Vuibert 1940. VI, 87 pag. ffrs 16.90, ri 
R ‚_ Um dem Leser eine rasche Orientierung in den Lehrbüchern des Verf., die im Verlag 
Vuibert erschienen sind, zu ermöglichen, stellt Verf. ein Sachregister in alphabetisch geord- 
neten Stichworten zusammen, in dem auch auf Bücher von Leconte-Deltheil, Laing, 
Vogt und auf spezielle Arbeiten aus den Sammlungen von Gauthier-Villarsund Hermann 
verwiesen wird. Zur Abrundung dienen die drei im Titel genannten Anhänge, auf die ebenfalls 
im Index hingewiesen wird. Der erste behandelt das Lebesguesche und Stieltjessche Integral, 
der zweite die Theorie der abstrakten Räume, der dritte die Berührungstransformationen 
zweiter Klasse, E. Schulenberg (Berlin). 
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MaeDonald, J. K.L.: Elementary rigorous treatment of the Fee limit. 
Amer. Math. Monthly 47, 157—159 (1940). 


Der wesentliche Gedanke beruht auf der ul von (1 + —_\" und 


1 
der Abschätzung: ); = (*) n*<— für v>2. Der Beweis dafür, daß 


1 
v! 2n(v — 2)! 


ISA ER 
(1 + %) mit beliebigem k — oo gegen e strebt, iei er stichhaltig, da er die Definition 


irrationaler Potenzen, die üblicherweise über die Exponentialfunktion erfolgt, vor- 
aussetzt. Harald Geppert (Berlin). 
Ghermaneseu, Michel: Sur quelques äquations fonetionnelles lin&aires. Bull. Soc. 
Math. France 68, 109—128 (1940). 
Die Funktionalgleichung (1) @(z, y, z 2) = p(y,2, ®) hat als allgemeine Lösung: 
(2) @(z, y,2) = A(z, y,2) + u(z, y,2), worin A, u in den Paaren der drei Variablen 
symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch, im übrigen beliebig sind. Die Funktionalglei- 
chung (3) &p(z, y,2) + Bp(y,2,2)+yp(z,x,y)=0 mit Konstanten a, ß,y hat 
nur dann nichttriviale Lösungen, wenn (4) y= —-(x+Pß) ode Ö) a=ß=y=1 
ist. Im ersten Falle ist wieder (2) die allgemeinste Lösung, im zweiten lautet sie 
p(z, y,2) = f(z, y,2) — f(y, 2, x) mit beliebigem f. Alle diese Aussagen sind leicht zu 
begründen. Weiter löst Verf. die inhomogene Gleichung (3), in der auf der rechten 
Seite ein beliebiges /(z, y, z) steht; die Lösung ist natürlich eindeutig, wenn nicht (4) 
oder (5) gilt. Weitere, mit (1) und (3) zusammenhängende Funktionalgleichungen. 
Harald Geppert (Berlin). 
Higgins, Thomas James: Note on an integral of Bierens de Haan. Bull. Amer. Math. 
Soc. 47, 286-287 (1941). 
In den Nouvelles Tables d’Integrales Definies des Bierens de Haan (1867) ist der 
Wert des Integrals = 
I„—= [a ®+D e-P*sing,zsing,@... singxdz 
0 
falsch angegeben. Verf. findet dafür 
2n 
I. = > ri [7 arctang — Llogyp? + 2] 5 
i=1 
worin k, die 2” Summen + ı # ::: + mit r; negativen Zeichen durchläuft und 
T,, L, die Summe der ae bzw. geraden Terme in der Reihe 


DIE al (m)az-"p | 

bezeichnet. 8 Harald Geppert (Berlin). 
Bongiovanni, Emilia: Sopra aleuni notevoli integrali doppi. Boll. Un. Mat. ital., 

II.s. 3, 296—299 (1941). a3 
Auswertung des über die Oberfläche eines Ellipsoides erstreckten Integrals } f ER 


worin p den Abstand der Tangentialebene vom Ellipsoidmittelpunkt bedeutet, durch 
eine elementare Rechnung. Diese ist im Grunde nur die Umformung des Oberflächen- 
integrals in ein Volumintegral nach dem Gaußschen en az Eine analoge Rech- 


nung transformiert die allgemeineren Integrale l f f(x, y, ) ° und h f f(z, y,2)pdo in 


eine Gestalt, die in vielen Fällen, z. B. wenn Me y, 2) ein N nn die Auswertung 
gestattet. Krafft (Marburg). 


Approximation von Funktionen, Orthogonalentwicklungen: 


Blumenthal, Otto: Einige Näherungsformeln für bestimmte Integrale. Mathematica, 
Zutphen B 10, 25—32 (1941) [Holländisch]. 


Zur Berechnung des Integrales einer vorgelegten Funktion in einem bestimmten . 
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Intervall kann man angenähert so vorgehen, daß die Funktion durch ihren Wert in 
der Mitte des Intervalles ersetzt und dieser Wert dann mit der Intervallbreite 
multipliziert wird. Eine andere Annäherung besteht darin, daß man die Funktions- 
werte am Anfang und am Ende des Intervalles mittelt und diesen Mittelwert mit der 
Intervallbreite multipliziert. Verf. bringt diese rohen Annäherungen in Verbindung 
mit dem Mittelwertsatz und sucht eine Verschärfung der Annäherungen dadurch zu 
erreichen, daß die obengenannten Näherungen für die Funktion durch genauere Werte 
ersetzt werden. Hierbei unterscheidet er wieder die beiden obengenannten Verfahren 
und ersetzt im ersten Fall den Funktionswert für die Mitte des Intervalles durch den 
Funktionswert an einer geeigneteren Stelle. Auch für den zweiten Fall berechnet er 
eine schärfere Näherung und zeigt, daß unter geeigneten Bedingungen der wirkliche 
Wert des Integrales zwischen den beiden so berechneten Näherungswerten eingeschlossen 
ist. Schließlich gibt er mit Hilfe der Taylorschen Reihenentwicklung eine Fehler- 
abschätzung für die beiden so erhaltenen Näherungen. Als Beispiele berechnet er mit 
Hilfe dieser Näherungen einige elementare Integrale und zeigt, welche Fehler gegen- 
über den exakten Werten gemacht werden. M.J.O. Strutt (Eindhoven). 

Nagai, Tanejiro: Sur quelques proprites d’un are parabolique d’ordre 2” + 1. 
Mem. Ryojun Coll. Engng. 13, 273—288 (1940). 

Eine kubische Parabel liegt durch drei ihrer Punkte A, C, B auf äquidistanten 
Ordinatenlinien noch nicht fest. Diese bestimmen aber schon den Flächeninhalt zwischen 
den äußeren beiden Ordinaten, der Parabel und der Abszissenachse. Stellt man den 
Flächeninhalt durch eine mittlere Ordinate auf der inneren Ordinatenlinie dar, so teilt 
ihr Endpunkt M die Strecke OD (D = Mitte der Sehne A B) im Verhältnis 1:2 (Simp- 
son). Die beiden Tangenten in A und B schneiden aus der mittleren Ordinatenlinie 
eine Strecke aus, deren Mittelpunkt W ebenfalls von der ausgewählten Parabel un- 
abhängig ist und um DC über C liegt. Verf. überträgt diese einfachen und bekannten 
Sätze auf Parabeln beliebigen ungeraden Grades 2n + 1 unter Benutzung von2n +1 
Parabelpunkten mit paarweise symmetrischen Abszissen , ?(=—n,.. „Inu =— %; 
&, = 0). Insbesondere werden dabei die Cotesschen Quadraturformeln geometrisch 
eingekleidet. Anwendungen zu Parabelkonstruktionen. Theodor Zech (Darmstadt). 

Lozinski, $.: Über mechanische Quadraturen. Bull. Acad. Sci. URSS, Ser. Math. 
4, 113—124 u. dtsch. Zusammenfassung 125—126 (1940) [Russisch]. 

Soient x” des nombres satisfaisant & la condition a< 2" <a <...<am<b, 
n=1,2,3,... et soient AP, =1,2,...,n; n=1,2,..., des nombres arbi- 
traires. Pour une fonction f(x) arbitraire mais R-integrable, formons l’expression 


a z 
NM =D A” (x). Pölya[Math. 2.37, 264-286 (1933); ce Zbl. 7, 7] a r&solu la question 
i=1 b 
de la convergence de Q„(f) vers l’integrale [ f(x)dx dans le cas oü f(x) est continue. 
a 


L’au. donne la resolution de la m&me question dans les cas suivants: 1. f(x) est absolu- 
ment continue, 2. f(x) est de variation bornee dans (a, b), 3. f(x) est bornee et n’a 
aucun point de discontinuite de second esp£ce, 4. f(x) est bornee et a au plus un 
ensemble denombrable des points de discontinuite. N.Obreschkoff (Sofia). 

Nikol, Friedrieh: Über die Extremwerte von Polynomen. Jber. Deutsch. Math.- 
Vereinig. 50, Abt. 2, 15—17 (1940). 

y= AH" + A, a""t... + A, sei ein reelles Polynom mit der Höchstzahl 
n— 1 reeller Extremstellen (E.S.). Verf. fragt nach den Beziehungen zwischen Ab- 
szissen und Ordinaten dieser E.S. Wählt man n gerade, beschränkt sich auf gerade 
Polynome und legt den Nullpunkt in die mittlere E. 8., so seien +a,, b,,0<a,<a,... 
die anderen E.8. — Dann zeigt sich für n = 6, daß alle drei Minima gleich hoch bzw. 
die äußeren Minima höher oder tiefer als das mittlere sind, jenachdem a,=, < oder > a,y3 
ausfällt; ähnlich ist fürn=8 b =, >,<b,, je nachdem 23 =, <,> a? +.a} ist. 
Die Tatsache, daß ein Polynom 4. Grades, dessen beide Minima gleiche Höhe haben, 
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symmetrisch zum Mittellot ihrer Verbindungsgeraden ausfällt, legt die Frage nahe, 
ob allgemein gleiche Höhe der Maxima und ebenso der Minima Symmetrie des Poly- 
noms zur Folge hat. Harald Geppert (Berlin). 

Obreschkoft, Nikola: Über die Extremwerte von Polynomen. Jber. Deutsch. Math.- 
Vereinig. 51, Abt. 1, 76—80 (1941). 

Verf. beantwortet die von Nikol (vgl. vorstehendes Referat) aufgeworfene Frage 
allgemein. Es sei f(x) ein reelles Polynom n-ten Grades mit n — 1 verschiedenen 
reellen Extremstellen; haben dann alle Maxima und ebenso alle Minima von f(x) je 
den gleichen Wert, so muß 1) falls n = 2m ist, 

Ü )-A4+ an) 

mit beliebigen reellen Konstanten A, a, &, ß («x < ß) sein, wobei T„(x)=cos [marccos x] 
das m-te Tschebyscheffsche Polynom bezeichnet, und die Kurve y= f(x) fällt zur 
Geraden <= 3 (& + ß) symmetrisch aus, 2) falls n=2m-+1 ist, 

(2) Ha) = A + ale — o)|pa. Ze A) 


aß 


mit beliebigen reellen Konstanten A, a, &, ß (x < ß) sein, wobei pi. 3 (x) die Jacobi- 


schen Polynome m-ten Grades bezeichnet, und die Kurve y= f(x) ist symmetrisch 
bezüglich ihres zur Abszisse 3 (x + ß) gehörigen Punktes. Die Form (1) bzw. (2) 
muß auch ein komplexes Polynom /(x) annehmen, falls in den n — 1 einfachen Null- 
stellen von f(x) die Funktion f(x) m Mal den gleichen Wert A, in den übrigen den 
gleichen Wert B annimmt. Harald Geppert (Berlin). 

Erdös, Paul, and Paul Turän: On interpolatien. III. Interpolatory theory of poly- 
nomials. Ann. of Math., II.s. 41, 510—553 (1940). 

Nach einem von Fejer eingeführten Prinzip erhalten Verff. mehrere Sätze, die 

N 


sich auf eine Polynomfolge w,(z) =]/(x — x”) beziehen, deren sämtliche Wurzeln 
v=1 

im Intervalle (— 1, +1) liegen; sie werden aus vorausgesetzten Eigenschaften der zur 
— ©. (X) 

2. (a) (r — a) 
Gilt z.B. in der ganzen komplexen 2-Ebene mit Ausnahme des reellen Intervalles 
(—1, +1) bei beliebigem e > 0 und für genügend großes n für alle » 

1 


.@|*=1 AE, 


Dreiecksmatrix (z/”) gehörigen Grundpolynome [1,,, (&) gewonnen. 


so gilt : 
(1) ‚im [o,(@]" =4@+ 721). 


Weitere Ergebnisse beziehen sich auf die Abschätzung des Abstandes zweier aufeinander- 
folgender Wurzeln von @„(z) und auf die Verteilung dieser Wurzeln in einem in 
(—1, +1) gelegenen Intervall (&, ß). Diese Sätze gelten unter gewissen Einschrän- 
kungen insbesondere für die stark normalen Folgen im Sinne von Fejer und für Folgen 
von Orthogonalpolynomen in (—1, +1) bezüglich einer Lebesgue-integrierbaren Ge- 
wichtsfunktion p(z). Für diese gilt z.B. (1), wenn p(x) nicht negativ ist und ihre 
Nullstellen eine Menge vom Maß 0 bilden. Nicht vom Fejerschen Typ sind einige 
weitere Sätze, die Abschätzungen für |w„(x)| nach oben und nach unten liefern. Für 
die Teile I und II vgl. dies Zbl. 16, 106 und 19, 404. O. Miranda (Torino). 

Touretsky, A.: Sur quelques propri6tes extr&males de polynomes. Commun. Inst. 
Sci. Math. et Mecan., Univ. Kharkoff et Soc. Math. Kharkoff, IV. s. 17, 45—63 u. 
franz. Zusammenfassung 62—63 (1940) [Russisch]. 

En relation des theor&mes de Bernstein et Grandjot [K. Grandjot, Jber. 
Deutsch. Math.-Vereinig. 34, 80—86 (1925)] l’au. d&montre les theor&mes: 1. Soit 


9n(0) 3 (a,cosk@ + b,sink6) un polynome trigonometrique satisfaisant aux con- 
k=1 
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2n s R 
ditions [Pn(9)d0 = 0, |m(20)|<1, 6 nn 01, De In et! Bolt 
0 2n 
®,„(0) l’integrale de @,(0), pour lequel [On(0)d9=0. Alors on a |®,(0)| < Z„+ 0(n"?) 
ö 


pour toutes les valeurs reelles de 6, oü 


n 
aan z 1 + (—1)'t!c0s$, £ ER 
L„=3H12 ee ir 


isind, 


i=1 
Cette borne peut &tre atteinte. 2. Soit P„(z)=ay2" +a,2""1+--- +a,„ un polynome, 
i satisfait ditions |P,(=,)|=1 be k=0,1 n 
qui satisfait aux condition Aanl=!l, En Sm+1)’ Be 
Pour le polynome Qu+ı(2) = [Pr(a)de ona Ara) L,(2), -1=er=sl, oü 
rn je 'k 
lim Z,(<)=1-+x. 3. Si le polynome P„(z) satisfait aux conditions Pr.) sl, 
n>X 


7 
k=0,1,...,n, alors on a [ Prte)de <L, pur0sr<sl, oü LI, 2"t?/(nlogn)? 


N) 
pour n pair Z„—2"*+!/(nlogn)? pour n impair. Les bornes peuvent &tre asympto- 
tiquement atteintes. N.Obreschkoff (Sofia). 


Grünwald, G.: On a eonvergence theorem for the Lagrange interpolation polyno- 
mials. Bull. Amer. Math. Soc. 47, 271—275 (1941). 

f(x) seieinein -1<x=1 stetige Funktion. Benutzt man zu ihrer Interpolation 
2k—1 
2n 
polationsformel mit <= cos® die Näherungspolynome 


zn, k=1l...n, so liefert die Lagrangesche Inter- 


die Stellen cos0” —= cos 


n 
N = 19) = 2 (U 
k=1 
Man kann bekanntlich [Grünwald, Ann. of Math. (2) 37, 908—918 (1936); dies. Zbl. 
15, 252] stetige /(x) konstruieren, für die die Folge Z,(f),n =1,2,... in allen Punkten 
des Intervalls (—1, +1) divergiert. Demgegenüber beweist Verf. den Satz, daß für 
stetige f(x) gleichmäßig in (—1, +1) die Grenzbeziehung 


‚im 3 |Zu(1 3%) + Zu(1; 0 + 3#)] = 1(c0s6) 
gilt. Da man Z,(f) in die Gestalt 


cosnd sin I” 
*—_ f(cos0”). 


n(cos® — c0s0”) 


n-1 
LNM= » c,cosv®; 
F ee 5 
’ =, IN fKkco),, = = >: cos O%) cosv0®, (>0) 
k=1 k-1 


bringen kann, ist diese Aussage parallel dem Rogosinskischen Satz aus der Theorie 
der Fourierreihen. Harald Geppert (Berlin). 
Webster, M. S.: Maximum of certain fundamental Lagrange interpolation poly-> 
nomials. Bull. Amer. Math. Soc. 47, 71—73 (1941). | 
219... %, (| |< 1) seien die Nullstellen des durch die Differentialgleichung 
BEn.'. 1-Am+la—B-(a +) +nn +&+ß—1)9,=0 bestimmten Ja- 


n 
cobischen Polynoms 9, (2) = II(z — x;) bei positiven Parametern &, ß. Im Intervall 
=1 


—1<s2< + 1 werden die Interpolationspolynome IP(2) = @n(2)[9, (24) (x — zy)]-! 
betrachtet. Anschließend an eine frühere Arbeit (dies. Zbl. 28, 23) wird bewiäsen 
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It -l+esn,<s1l-e, as so gilt für &, 8 <$: max]! (x) nee Nn— oo, 
hingegen für max(&, $)=y>% und |e— x|>e'>0: max|l* (x)| = O(n’) mit 
n—%. Geht für no ,—t(|t <]), so gilt: a) wenn u, ist, 


max|”(z)|>1+|t|; b) wenn «=4, P=!% ist, max |1f()| > bzw. 1 bzw. 
YV2(1 +1), je nachdem {= —1 oder -1<t< —} oder —} sı=<l ist; c) wenn 
=%,ß =} ist, max |4”(z2)|— Y2(1 — t) bzw. 1 bzw. = je nachdem —1st=<} 


oder 3<t<l oder i=1 ist. Schließlich noch eine Abschätzung, falls für x; die 
höchste Nullstelle von @,(x) eingesetzt wird. Harald Geppert (Berlin). 


Lozinski, S.: Sur la forte convergence des proced&s d’interpolation. C. R. Acad. 
Sci. URSS, N.s. 30, 386—390 (1941). 

Bezeichnet man mit U„(f, x) das trigonometrische Interpolationspolynom mit 
2n + 1 äquidistanten Interpolationsstellen der Funktion /(z) und mit U,„,.(f,.x) die 
mit den Gliedern cos&x und sin&x endende Teilsumme von U,„, und setzt man 


n 27 
(n +1)V,(f) = Un,a(f, x), so zeigt man, daß ‚im fir — V,(f)\dx = 0, wenn f(x) 
Ben >05 
im Intervall [0, 277] gleichmäßig stetig und 0) = f(2n) ist; es ED dann weiter eine 


Folge trigonometrischer Polynome t, = so aa A Be ) Ir -4|da=o(l); 


0 
es bestehen ferner die Beziehungen ji !-NM|dxz=o =). ji-0 f- U,(M)|de=o 7) ; 


(S,(f) ist die n-te Teilsumme ir Fourier-Reihe von /@)) Setzt man überdies 
voraus, daß /’(x) meßbar auf [0, un und |/|in|/| um ist, dann hat man 


4 h 1 
El U,()|dz=0 und [1-5 „Nlde=e(,). Jn- u = ol): 
Man en zeigen, daß es eine Korn C>0 gibt, für di für jede auf [0,27] 
definierte Funktion /(z) gilt: Svarı „7 n(;%) =(, BEA BACH Soll eine stetige Funktion 


der Periode 27 auf [0, 2] Eon en Be une sein, so ist dazu notwendig 
und hinreichend, daß es eine Konstante X >0 gibt, so daß B3 „In (,2)<K 


ist. Hat f(x) auf [0, 277] beschränkte Schwankung, so ist für irn Bietigkeit und Er- 
füllung von f(0) = f(2r) nn: und hinreichend 


fi I - S0da= (5) 
0 


Der zweite Teil der Arbeit erbringt Existenzbeweise für Funktionen f(x), die auf 
[0, 2] gleichmäßig stetig (summierbar) sind und bei recht allgemeingewählten 
Interpolationsstellen dennoch nicht die Bedingung 


2r 
im [If — Unten, Didz = 0 
© 5 
erfüllen. N 


Bräeöka, V.: Sur les polynomes orthogonaux dans deux intervalles symötriques. 
Commun. Inst. Sci. Math. et Mecan., Univ. Kharkoff et Soc. Math. Kharkoff, IV. s. 17, 
75—97 u. franz. Zusammenfassung 96-97 (1940) [Russisch]. 

L’au. ötudie les polynomes orthogonaux par rapport aux poids 


rl, EA Hu -Per=h, 05<ı, 


a 
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oü t(z) est une fonction paire et chacun des nombres r et s est &gal& $ ou — 3; l’inte- 
gration est faite sur l’ensemble Z qui est la somme des segments -1<r= —p et 
ß<x=1. Il donne pour ces polynomes des expressions explicites, des fonctions 
göneratrices et des &quations differentielles du second ordre qui admettent les poly- 
nomes consid&res comme solution particuliere. Enfin il donne le developpement d’une 
fonction analytique en serie des polynomes orthogonaux aux poids 


e—y|T(«) | 1-:z Br: Der 
yı—-2)@—-)' le —y Te) Vz BR zT To a: 


2 
(—1,1) & la condition 0O<A<g(u)<L, oü A et L sont des constantes fixes. Le 
domaine de convergence de la serie consider&e est born&e par la courbe (e=u+ tv) 


Ir IP, ., + Zur RER ARR ni. gu 
(u — Er it +07?) - 4u®v ri (0 Q ) 1% 1<o. 
N.Obreschkoff (Sofia). 


Geronimus, J.: On polynomials erthogonal with regard to a given sequenee of 
numbers. Commun. Inst. Sci. Math. et Mecan., Univ. Kharkoff et Soc. Math. Kharkoff, 
IV.s. 17, 3—16 u. engl. Zusammenfassung 16—17 (1940) [Russisch]. 

Soit (,),n=0,1,2,... une suite de nombres complexes tels que A,= |4.:77.0#0, 
n=1,2,..,A4,=1 et soient P„(z) = z"-+ ... les polynomes orthogonaux par rap- 
port & la suite (c„), c’est-a-dire 


S[P,@)PR@J]=0; ntm, d +0 am; & (La) - Zac. 


i=0 i=1 


la fonction T (y® Den te ) = g(u) &tant continue, assujettie dans l’intervalle 


L’au. demontre les theor&mes: Les polynomes 
Bye Fuel, n=0,1,2,... 
sont orthogonaux par rapport & la suite (c,) n=0,1,2,..., definie par 
0, tan + - today a, 7=0,1,2,.... 
La condition necessaire et suffisante pour qu’il existe une suite 4, n=0,1,2,..., 
telle que les polynomes P# (z2)=P,(z) + A, P„-ı(2), n=0,1,2,..., P_,(@)=0, soient 
orthogonaux par rapport ä elle consiste en ceci: 1. 4„#0, 4+0,n=1,2,3,.... 
Les nombres c} sont donnes par = aa" + k!l(ar ic, + a" "2, + ---+%_7), 
n=1,2,3,....0ou & #0, k#+0 et & est un nombre arbitraire qui satisfait & la 
kc$ P„(«) -F R„_ı(&) a „2314-3 

kegPn-ı(@) + Ru_s(0) ARdn 
ona P}(z) = P,(z) — ei P„-ı(2), n=1. Quelques cas particuliers sont aussi 
consideres. = N.Obreschkoff (Sofia). 

Krall, H. L.: On derivatives of orthogonal polynomials. II. Bull. Amer. Math. Soc. 
47, 261—264 (1941). 

Bekanntlich sind die einzigen Systeme von Orthogonalpolynomen, deren Ablei- 


condition A)=- ‚n>]1. SSg=w, alors 


. tungen wieder ein orthogonales System bilden, die der Jacobischen, Laguerreschen 


oder Hermiteschen Polynome. Verf. fragt nach der Übertragung dieses Satzes auf 
verallgemeinerte Orthogonalpolynome (v. O.p.). Darunter versteht man folgendes: 
Die reellen oder komplexen Konstanten c, seien beliebig und nur der Bedingung unter- 
worfen, daß die Determinanten Ay41 = |a,i+:| @=0,...,n; k=0,...,n) für 
n=0(,1...von Null verschieden ausfallen; ersetzt man in A,,;, die letzte Zeile durch 
1, z,..., 2", so entstehen die Polynome y„(z) eines v.O.p.-Systems. Nach der Methode 
von W. Hahn [Math. Z. 39, 634—638 (1935); dies. Zbl. 11, 62] findet Verf. als einzige 
v. O.p.-Systeme, deren Ableitungen wieder solche sind: 1) die Jacobischen Polynome 
mit ,ß,«+ß+0, —1,—2,...; 2) die Laguerreschen Polynome mit A=+0, 
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&#+0,—1,—2,...; 3) die Hermiteschen Polynome; 4) die Polynomlösungen der 
Differentialgleichung 
ey +karl)am—nk+n-D)ym=0 
mit k#0, 1#0,—1,—2,...; für letztere ist ©, = Ir I(k)T’(k + n)” 109: 
Harald Geppert (Berlin). 

Beale, Frank S.: On a certain elass of orthogonal polynomials. Ann. math. Statist. 
12, 97—103 (1941). 

Ausgehend von einem Satz von E. H. Hildebrandt [Ann. math. Statist. 2, 379 


bis 439 (1931); dies. Zbl. 4, 344] über die Funktionen P,(k, 2) = Nr-ty-1 © (Ney), 
wo % eine en identisch verschwindende Lösung der Pearsonschen Differentialglei- 


= > -7 ist, und im Anschluß an die auf J. Shohat [C.R. Acad. Sci., Paris 


207, 556558 (1938); dies. Zbl. 19, 405] zurückgehende Begriffsbildung der verall- 
gemeinerten Orthogonalität (Gewichtsfunktion ist im Integrationsintervall von be- 
schränkter Schwankung) wird zunächst eine dreigliedrige Interpolationsformel für die 
Polynome P,„(k, x) aufgestellt. Es werden sodann die Polynome P,„(n, x) bei reellen 
Wurzeln von N = 0 als die verallgemeinerten Jacobischen Polynome erkannt, während 
der Fall komplexer Wurzeln auf die Polynome von Romanovsky führt; weitere An- 
nahmen führen auf verallgemeinerte Polynome von Laguerre und auf die Polynome 
von Hermite. Sätze über Nullstellen gelten auch bei der verallgemeinerten Ortho- 
gonalität der neuen Polynomtypen. F. Knoll (Wien). 

Hall, Newman A.: A formal expansion theory for funetions of one or more variables. 
Bull. Amer. Math. Soc. 46, 824—832 (1940). 


chung y 


Zwei &k-fach unendliche Systeme von Funktionen P,..n.(Xı, -- .,%;) und 
Anı...nz(Yı> - - -» Ye) heißen miteinander assoziiert, wenn die Identität 
euvit +2 — Sem Dar En (che P “. a) 
X;% 
besteht. Es gilt der a ek Has, ide = 5” de Bo = ‚ dann ist zu- 
gleich auch die Entwicklung EN 
1 
Hay... 2) = Se 
Ns: NE 
(formal) richtig, sobald auf der rechten Seite Qu, ...nz.(dı, - - -, ax) in eine Potenz- 


reihe entwickelt und jedes Potenzprodukt aj'...az* durch qa,,...,, ersetzt gedacht 
wird. Dies liefert eine Methode, um gegebene Funktionen unmittelbar nach solchen 
Funktionen Py,...nz(21; - - - %) zu entwickeln, deren assoziiertes Funktionensystem 
man kennt. Teblräiche bekannte Entwicklungen, wie z. B. solche nach Hermiteschen, 
Jacobischen und Gegenbauerschen Polynomen, die Neumannschen Entwicklungen 
nach Besselschen Funktionen (k = 1) oder Entwicklungen nach Produkten von Bessel- 
schen Funktionen, von Hermiteschen und Gegenbauerschen Polynomen (k = 2) lassen 
sich von diesem Gesichtspunkt aus darstellen. Schoblik (Brünn). 


Khareuiladze, Philippe: Sur la möthode de sommation de S. Bernstein et W. Rogo- 
sinsky. a“ R. Acad. Sci. URSS, N. s. 30, 697—700 (1941). 


Sei Zu, eine numerische Reihe. Man bilde für n=0,1,... die Summen 
n=0 
n 
se er Q,c08? 5 er = T- Existiert lim 10 so heißt die vorgegebene Reihe (B, 2)- 


k=0 
summierbar. [Hierbei ist (B, 2) ein permanentes Toeplitzsches Limitierungsverfahren.] 
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Es werden ohne Beweis die folgenden Sätze angegeben: 1. Ist eine Reihe (C, 2)-sum- 
mierbar, so ist sie auch (B, 2)-summierbar. 2. Existiert die verallgemeinerte Deri- 
vierte der Funktion f(x), so ist die formial abgeleitete Fourierreihe von f(z) gegen diese 
Derivierte (B, 2)-summierbar. 3. Ist f(x) in jedem Punkte z die Derivierte ihres un- 
bestimmten Integrals, so ist die Folge wn(b, cosnz — a„,sinnz) gegen den Sprung 
der Funktion f(x) (B, 2)-summierbar. — Ref. bemerkt, daß die Sätze 2 und 3 aus 1 
und aus bekannten Sätzen über Fourierreihen leicht folgen. Am Schluß gibt Verf. 
einen Satz über die Konvergenz der trigonometrischen Interpolationspolynome an. 
@. Alexits (Budapest). 
Denjoy, Arnaud: La convergence en moyenne absolue des series trigonometriques. 
Bull. Sci. math., II. s. 64, 147—153 (1940). 
Ds Fourierreihe der Funktion /(z) heißt stark summierbar, wenn die Folge 


= b T S I/(z) — s()| konvergiert, wo mit s,(z) die k-te Partialsumme der Fourier- 
ne von re (x) bezeichnet wurde. Verf. behandelt die Frage der starken Summierbar- 
keit mit möglichst elementaren Mitteln und gelangt auf einfachem Weg zu einigen 
schon wohlbekannten Resultaten. @. Alexits (Budapest). 
Nikolski, $.: Sur Pallure asymptotique du reste dans l’approximation au moyen 
des sommes de Fejer des fonetions verifiant la condition de Lipschitz. Bull. Acad. Sci. 
URSS, Ser. Math. 4, 501—507 u. franz. Zusammenfassung 507-—508 (1940) [Russisch]. 
Soit H'* la classe des fonctions f(x) de periode 277 verifiant la condition de 
Lipschitz |f(z=’) — N ı')|<K|e — "|, 0<a=sl, et soit 0” ]a borne supe- 
rieure de |/(x) — an x)| pour tous les x et pour toutes les I )cH®,oüo,(f, x) est 


I'«) 


la somme de Fejerd’ ve n. L’au. demontre ue C(®—=Kn nn er sin T +o(n*), 


0<a<l,et cu _ 2A en 
le cas des interpolations trigonometriques. N.Obreschkoff (Sofia). 
Pinkewitch, W.: Sur ’ordre du reste de la serie de Fourier des fonetions d&rivables 
au sens de Weyl. Bull. Acad. Sci. URSS, Ser. Math. 4, 521—528 u. franz. Zusammen- 
fassung 528 (1940) [Russisch]. 
Soit f(x) une fonction sommable de periode 2x et + Zlancosnz + 5„sinnz) 


+0O(n-t). Il donne aussi des resultats analogues dans 


la serie de Fourier. L’au. &tend un rösultat de Kolmogoroff [Ann. of Math., II. s. 
36, 521—526 (1935); ce Zbl. 11, 345] au cas oü /(x) possede une derivee d’ordre 
& >0 au sens de Weyl. Designons par H}” la classe des fonctions, pour lesquelles 
|" (z)|<K et par C/® la borne superieure des differences 


ie) — F _ Iia. cosu x + b„sinux) | 
: u= 


pour tous les x et pour toutes les f(x) Hi”. Alors on a O® — = —. +0 (n”*). 


N.Obreschkoff (Sofia). 


Dirichletsche Reihen, fastperiodische Funktionen : 


Anfertieva, E. A.: Sur les formules sommatoires et les identit6s analytiques, liees & 
une classe de fonetions arithmötiques. ©. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 30, 391—8393 (1941). 
Es werden Formeln Bupegghan (ohne Beweise), in denen die Kölitiiensen der 


Reihe 9,(s) = &(s +») &(s — v) -3 a,(n)n”’, —4 <v<$, in analoger Weiss auf- 


treten wie die a,(n) = t(n) = a der Teiler von n, in der Arbeit von N. Koshlia- 
kov [Proc. London Math. Soc. (2) 41, 26—32 (1936); dies. Zbl. 13, 354]. Dabei 
wird Bezug genommen auf 6 Arbeiten von Koshliakov. Für die Funktion 


2() = a" T($(s +)) (ds — v)) 9,(6) 


PB 


397 


gilt z(s) =z(l — s) und eine Reihendarstellung, in der die a,(n) und Integrale mit 
Besselfunktionen auftreten. Für die Funktion y(t) = &(} + it) mit 


)=(-Ne+Nl-s-NI-s+Yz), 
wird eine Integraldarstellung angegeben und eine Reihe, die einer Formel von Rie- 


mann-Siegel analog ist. Eine weitere Reihendarstellung für @,(s), in der die a,(n) 
vorkommen, ist analog einer Formel von Koshliakov für die Riemannsche Funktion. 


Es folgt eine Summationsformel für I’a,(n)/(n), in der 9, und eine Funktion 0,(x) 


n=1l 
auftreten; letztere ist analog der Funktion o(x) bei Koshliakov, a.a.O. 8. 27, (6), 
(7). Schließlich werden noch Analoga der Summationsformeln von Poisson und von 
Voronoi für Da,(n)/(n), mit n=1,...,oo bzw. mit n=1,...< ß angegeben, 
deren Ableitung auf der Methode von W.L. Ferrar [Compositio Math. 1, 344—360 
(1935) und 4, 394—405 (1937); dies. Zbl. 11, 66 und 17, 12] beruht. 
Kienast (Zürich). 
Rios, Sixto: Über das Problem der Überkonvergenz der Dirichlet-Reihen, deren 
Exponenten-Folgen eine unendliche Maximaldichte besitzen. Rev. Acad. Ci. exact. 
Madrid 34, 163—179 (1940) [Spanisch]. 


Es sei f(s)= Da„e”**® eine Dirichletsche Reihe, deren Regularitätsabszisse 
n=1 


kleiner als die Konvergenzabszisse ist. Hat dann ihre Exponentenfolge (A,) eine end- 
liche Maximaldichte, so ist nach V. Bernstein (Legons sur les progres r&cents de la 
theorie des series de Dirichlet, Paris 1933, S.141; dies. Zbl. 8, 115) der Streifen zwischen 
der Regularitäts- und der Konvergenzgeraden stets Überkonvergenzgebiet der Reihe. 
Der Satz gilt auch noch für gewisse Klassen Dirichletscher Reihen, deren Exponenten- 
folge von unendlicher Maximaldichte ist. Dagegen war bisher nicht bekannt, ob auch 
allgemein bei unendlicher Maximaldichte die Überkonvergenzabszisse mit der Regu- 
laritätsabszisse übereinstimmt. Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit wird-.nun an 
Beispielen gezeigt, daß dies nicht zutrifft, vielmehr kann die Überkonvergenzabszisse 
im allgemeinen Fall sowohl mit der Regularitätsabszisse als auch mit der Konvergenz- 
abszisse übereinstimmen oder auch zwischen beiden liegen. Im zweiten Teil der Arbeit 
werden noch zwei Sätze bewiesen, die in gewissen Fällen die Bestimmung der Über- 
konvergenz- und der Regularitätsabszisse einer Dirichletschen Reihe mit einer Ex- 
ponentenfolge von unendlicher Maximaldichte gestatten. F. Lösch (Rostock). 


Kovanko, A. S.: Sur les systemes compacets de fonetions presque periodiques gene- 
ralis6es de W. Stepanoff. Rec. math. Moscou, N.s. 9, 389—400 (1941). 

Exposition detaillee des resultats &nonces dans une Note pr&cedente (voir ce Zbl. 
23, 119). Bela de Sz. Nagy (Szeged). 


Spezielle Funktionen : 


@ Hodge, W. V.D.: The theory and applieations of harmonie integrals. Cambridge: 
Univ. press. a. New York: Macmillan 1941. IX, 281 pag. $ 4.50. 


Potter, H. S. A.: Correetion. On diophantine approximation and the generalized 
elliptie theta funetion. Quart. J. Math., Oxford Ser. 11, 304 (1940). 

Verbesserung zu Satz 10 der im Quart. J. Math., Oxford Ser. 9, 161—175 (1938) [dies. 
Zbl. 19, 211] erschienenen Arbeit gleichen Titels. W. Maier (Greifswald). 

Sehmeidler, Werner: Über ein zweidimensionales Analogon einer Formel der Inte- 
gralreehnung. J. reine angew. Math. 183, 175—182 (1941). 

Grundlegend in der Tragflügellehre ist die Formel 


(1) JägcosngJ(eosp — cosy) = asinnylsiny (n=0,1,2,...);. 
() 
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mit cosp = — x, cosy= —€ kann man sie auch schreiben 
+1 
Free enie « d 
(2) (NR Ral = + PO), 
wo =: 


P,(x)= sin[(n + 1)arecos(—x)]/ yl—2? 


die Gegenbauerschen Polynome P„(2; &) mit x = $ sind. Verf. dehnt (2) und damit (1) 
auf Doppelintegrale über einen elliptischen Grundbereich aus, indem er beweist, daß 


füremaa = 0, 2 


1 d |ı/ za ya 2 y\|z-E 
lei ag Im N r 
0 Ei ’ z y\ly-n Fr N 

57 dy yı er Im (#. 3] Va) andy = Onn Hs |, u 
ist. Dabei bedeutet &,n einen inneren Punkt der Ellipse; die Malteile 07, sind fest 
und positiv. In sind lineare orthogonale Verbindungen der zweistufigen polyno- 
mischen Seitenstücke Pyn(2,y; &) zu den P„(z; «), gleichfalls mit «=, 

Pan\® Y; 3) = Omi —a — y)tlor+r/dx"öy")[(l ee et 
bei gewissen festen cn. Die Polynome K,„ endlich bilden mit //„„ eine vollständige 
biorthogonale Gesamtheit. — Verf. zeigt, wie man mit Hilfe von (3) eine Integro- 
differentialgleichung lösen kann, die bei der räumlichen Potentialströmung um eine 
gewölbte Fläche von elliptischem Umriß auftritt. Koschmieder (Graz). 

Meijer, €. S.: Integraldarstellungen für Whittakersche Funktionen und ihre Pro- 
dukte. (1. Mitt.) Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 44, 435—441 (1941). 

Als Ausgangspunkt der Rechnung dienen zwei Integraldarstellungen mit unend- 
lichem Integrationsgebiet für Funktionen @, welche Verf. in einer früheren Arbeit 
abgeleitet hat (dies. Zbl. 24, 311). Durch Spezialisierung dieser Funktionen können 
die genannten Integraldarstellungen unmittelbar für Whittakersche Funktionen sowie 
für Produkte zweier Whittakerscher Funktionen angewandt werden. Verf. führt dann 
einige Formeln für abgeleitete Legendresche Funktionen an, die er als Sonderfälle 
hypergeometrischer Funktionen darstellt. Mit Hilfe der zuerst genannten Darstellungen 
für Whittakersche Funktionen gelangt Verf. unter Verwendung der zuletzt genannten 
hypergeometrischen Funktionen im Integranden zu weiteren Integraldarstellungen für 
Whittakersche Funktionen. In besonders einfachen Fällen führen diese Gleichungen 
auf bekannte Formeln, wie Verf. an Hand einiger Beispiele zeigt. M.J.O. Strutt. 

Meijer, €. S.: Neue Integraldarstellungen für Whittakersche Funktionen. (4. Mitt.) 
Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 44, 442—451 (1941). 

Als Weiterführung der vorangegangenen drei Mitteilungen (dies. Zbl. 24, 311, 312) 
gibt Verf. durch Spezialisierung der dort für die allgemeinen Funktionen @ gewonne- 
nen Integraldarstellungen mit unendlichem Integrationsgebiet eine Reihe von neuen 
Integraldarstellungen für Whittakersche Funktionen und für ihre Sonderfälle. Es 
handelt sich dabei insbesondere um parabolische Zylinderfunktionen, Besselsche, 
Struvesche und Hankelsche Funktionen. Die Integranden sind Produkte eben- 
solcher Funktionen, multipliziert mit Exponentialfunktionen. Einige der angeführ- 
ten Formeln waren bereits aus dem Schrifttum bekannt, insbesondere als Umkehr- 
formeln von Laplace-Transformationen. Verf. führt noch eine Reihe von Beziehungen 
der gewonnenen Formeln untereinander an sowie Ableitungen verschiedener dieser 
Formeln auf mehreren Wegen. M.J.O. Strutt (Eindhoven). 

Fleekenstein, J. O.: Notiz zur Lagrangeschen Lösung des Keplerschen Problems. 
Comment. math. helv. 13, 83—89 (1941). 

Kurze Herleitung der Lösung der Keplerschen Gleichung in der Lagrange-Bessel- 
schen Form auf dem von Lagrange eingeschlagenen Weg im Rahmen der Heaviside- 
schen Operatorenrechnung. Schoblik (Brünn). 


(3) 


Pr 
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Emde, Fritz: Paßintegrale für Zylinderfunktionen mit komplexem Index. S.-B. 
Berlin. math. Ges. 38/39, 14—16 (1940). 
Inhaltsangabe der in dies. Zbl. 22, 21 besprochenen Arbeit. Harald Geppert. 


Differentialgleichungen, allgemeine Theorie: 


Pompeiu, D.: Remarques sur l’&quation de Rieeati. C. R. Acad. Sci., Paris 210, 
692—693 (1940). 

Verf. macht die folgenden Bemerkungen: 1. Ist y = f(x) eine Lösung der Riccati- 
schen Differentialgleichung (1) y’ = py? +gy-+r, worin p, q, r samt ihren ersten Br 
leitungen stetige Funktionen von zsind, und setzt man k= — q/2p, ( 2) p(z)-+f(x)= 
so ist @(x) eine Lösung der assoziierten Riccatischen Gleichung (3) @’ Sn a 
in dr , =-P, =-9, rn =—r+2k' zu setzen ist. Umgekehrt ist (1) die 
assoziierte Gleichung zu (3), und wegen der Beziehung (2) ist die Integration von (1) 
mit der von (3) gleichwertig. 2. Die Gleichung (1) ist mit einer Bernoullischen Diffe- 
rentialgleichung gleichwertig, wenn zu r eine primitive Funktion derart existiert, daß 
» f rdce+qg=0 ist. Giovannı Sansone (Firenze). 

Levinson, N.: The growth of the solutions of a differential equation. Duke math. J. 
8, 1—10 (1941). 

Fukuhara und Nagumo haben in den Proc. Imp. Acad. Jap. 6, 131—132 (1930) 
bewiesen: Wenn /(x) für <=>0 stetig und wenn für eine Konstante a >0 


0) fIft@) — aldz 

ö 
beschränkt ist, so ist jede Lösung der Differentialgleichung 
(d y+fay=0 


für 2— oo beschränkt; wird (1) durch fe) =a+ oz) ersetzt, so bleibt diese Aus- 
sage nicht richtig. Verf. zeigt, daß für jede eigentliche Lösung von (2) y(2)=0O(E(x)) 
B7 


mit E(x) = exp (dei fire — aldx) und, wenn noch fir — alde=O(e) ist, 
ö f) 
Kin |yia)lE@) > 0 


gilt, und daß diese er ziemlich gut sind. Kamke (Tübingen). 

Caligo,D.: Comportamento asintotieo degli integrali dell’equazione y”’(x) +A (x) y(x) 
= 0, nell’ipotesi limA (x) = 0. Boll. Un. Mat. ital., II.s. 3, 286—295 (1941). 

z>+9 

Bei der Untersuchung des asymptotischen Verhaltens der Lösungen von Diffe- 
rentialgleichungen hat U. Dini (Lezioni di Analisi Infinitesimale, 2,, 8. 745808, ins- 
besondere 780; Pisa 1915) speziell das Verhalten der Lösungen von (1) y’-t a,y' 
+0y=0 für > + studiert und bewiesen, daß, falls a,, a, stetige HankHonn 
von z sind und a, = O(x2”?2"*), = 0("°"), »>0, v,>0 gilt, die Integrale 
von (1) die Gestalt haben c,2++n(x) mit wer 67,6, und R im n (2) =0. Verf. 


untersucht nun die Lösungen von (1) unter den Voraussetzungen a, =0,0,=0(x”?7®), 
e>0, und beweist, daß dann für jedes Integral von (1) die Beziehungen 


1 -i — 1 f ES 
„me "y@)= Im y(o) ir: 
mit konstantem c gelten. Giovanni Sansone (Firenze). 


Geronimus, J.: Sur quelques @quations aux differences finies et les systemes corre- 
spondants des polynömes orthogoenaux. C. R. Acad. Sci. URSS, N.s. 29, 536—538 


(1940). 
Wenn die Koeffizienten der Differenzengleichung (*) yn — (2? — &n)Yn-ı — 2 2 0 
(An = 0) die Grenzwerte „im ed ee Iiın Arme —b #0e=12,...,%) 
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besitzen, so ist nach Verf. 


lim Ya _ I {PfKe) — I, PR 202) + VLPPE) — hPR SR — Ahle © W- 


n>00 Ya 
(Hier sind Pi’ (z) und P®_,(z) explizit angegebene Polynome.) — Sind die Koeffizienten 
von (*) periodisch, d.h. &,+mx = und A,4+m=1,(m=1,2,...), dann ist (*) der 
Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten yn+2= — [PP (z) — 1, PP ,(z)]yn+2 
+ 1ulg:- Iyyn = 0 äquivalent. Die Polynomlösungen von (*) sind in diesem Falle 
orthogonal in bezug auf eine Gewichtsfunktion, welche vom Verf. näher angegeben 
wird. Egervary (Budapest). 

Hornstein, M.: Equations rögulitres lineaires en differences finies. ©. R. Acad. Sci. 
URSS, N. s. 30, 592—596 (1941). n 

Bei einer linearen Differenzengleichung D,}n + aD, +n-—a=0 vom Poin- 

a=1 


careschen Typus existieren die Grenzwerte lim a%’ = a, und bestimmen die charak- 
n „> 
teristische Gleichung p* + 2) a,p*"*= 0; sind die Wurzeln dieser Gleichung ihrem 
‘“=1 


Betrage nach verschieden, so geht für jede Lösung der Differenzengleichung mit 
De 


D, 
gleichung, die diese Eigenschaft lim 


v>@ gegen eine dieser Wurzeln. Eine Lösung einer linearen Differenzen- 


u = p besitzt, nennen wir regulär und sagen, 
die Funktion D, gehöre zu p. Differenzengleichungen, die nur reguläre Lösungen 
haben, nennen wir regulär. Differenzengleichungen, die (neben regulären) irreguläre 
Lösungen besitzen, bei denen also nicht immer lim rei existiert, heißen irregulär. 


„>00 v 
Sind zwei ungleiche, dem Betrage nach gleiche Wurzeln der charakteristischen Glei- 
chung vorhanden, so gibt es irreguläre Lösungen D,. Nach Perron [J. reine angew. 
Math. 137, 6—64 (1909)] gibt es Differenzengleichungen, die nur irreguläre Lösungen 
besitzen; in der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daß es auch Differenzengleichungen 
mit der angegebenen Besonderheit gibt, die nur reguläre Lösungen haben. Der Beweis 
wird dadurch gegeben, daß geeignete Lösungen gewählt und die zugehörigen Differenzen- 
gleichungen gebildet werden. Dabei ergibt sich auch, daß es reguläre Differenzen- 
gleichungen gibt, die nicht vom Poincareschen Typus sind. Für alle linearen Diffe- 
renzengleichungen folgt, daß ihre Lösungen in n Klassen zerfallen, so daß jede Lösung 
zu einer der n Zahlen p,, Ps, - - -, ?n gehört, die die Beziehung |p,|> || > --- > |? | 
erfüllen; für zwei Lösungen verschiedener Klassen gilt, wenn s>r, lim Fr =D: 
F. Knoll (Wien). 
Gonzälez, Mario 0.: Differentialgleichungen erster Ordnung, die in der Gruppe 
‚Uj=$(&,y) rn +n@y) 5 invariant sind, wenn $ und n der Bedingung a BES 
genügen. Bol. mat. 13, 158—166 (1940) [Spanisch]. 

Zwei Lösungswege werden gewiesen, deren einer auf eine Riccatische Differential- 
gleichung für die gesuchte Differentialinvariante führt. Als Beispiele werden gewählt: 
1. & = @(z), n(®, Y); 2.°= e!D(x), N =— Pl); 3. & == p(z, Y), iz -o(z, Y)- 
Als Differentialinvarianten erhält man im 1. Falle ©, (z)(uy’ + Wy-+»v) = F(uy-+»); 
im 2. Falle (@ + ©. y)[2+G(e®®)] = ©; und im 3. Falle (1 + y)[2-Ö(x + y) 
+F(la+y)+k=1. F. Knoll (Wien). 

Mendes, Marcel: Sur les syst&mes d’öquations du premier ordre en involution. C. R. 
Acad. Sci., Paris 211, 58—59 (1940). 

Der Verf. betrachtet ein Involutionssystem: 

BES un a Bra BED (= 1, son 
das die unbekannte Funktion nicht enthält und das nach p,,..., ?„ auflösbar ist. Er 
will das Verhalten des Integrals in der Umgebung eines Wertsystems «, p? unter- 
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suchen, für das die Funktionaldeterminante se verschwindet. Der Fall, daß die F, 
k 

linear in ?1,...,?„ sind, läßt sich leicht behandeln, man beweist, daß das System 
ein für &; = x}, p; = p} holomorphes Integral besitzt. Der gewöhnliche Fall ist der, daß 
die p; sich so darstellen lassen: 9 = P;+Q;YR, wo P,,Q;,R für wi mep 
holomorph sind, während R verschwindet, aber Glieder erster Ordnung enthält. Die 
Funktion z zerlegt sich in 2, + 2,, wo 02,:0%;—= P,, day:da;,—= Q;YR sind, und man 
beweist, daß z= ZR? ist, wo Z holomorph ist. Verf. deutet die „großen Linien‘ des 
Beweises an, aber es wird nicht jeder aus diesen Andeutungen den Beweis herstellen 
können. Engel (Gießen). 

Melzer, L.: Sur la position correete du probleme de Goursat. ©. R. Acad. Sci. URSS, 
N. s. 30, 693—696 (1941). 

Verf. untersucht die Bedingungen, unter welchen das System der partiellen linearen 
Differentialgleichungen 


I+m 3 I+m 3 
> ) u; > ' u; ‘ ö 
Ti, le Fa Pilz, Na AU ER a TEN le a. em 
i=1 i=1 
eine für das Problem von Goursat eindeutige Lösung hat. ‘Dieses Problem besteht 
bekanntlich in der Bestimmung der Funktionen u,,...,% 4m, welche dem System 
genügen, wobei die Funktionen u,,..., u; auf der x-Achse, die Funktionen w;1,..-, 


Um auf der Y-Achse vorgegebenen Werten gleich sind. Verf. setzt zuerst konstante 


Koeffizienten f;;, 9; voraus und transformiert das System unter gewissen drei Be- 
I-+m 


dingungen (I—III) mit Hilfe der Beziehung u, = 2, b.:vu (u=]1,...,1+ m) auf die 
rn i=1 

kanonische Gestalt fı = — Fı en =@;(%, y, v,), wo by;, fa, Fı konstante Koeffizienten 
sind. Wenn von diesem System weitere vier Bedingungen (IV—VII) vorausgesetzt 
werden, so ist das Problem von Goursat eindeutig lösbar; die letzte Bedingung kann 
auch modifiziert werden. Wenn die Koeffizienten f,;, 9; Funktionen von 2, y sind, 
so gelten für die eindeutige Lösung des Problems von Goursat acht Bedingungen 
(I—VI). Radl (Prag). 

Zaremba, Stanislas Christian: A propos des champs de demi-cönes eonvexes. 
Bull. Sci. math., II. s. 64, 5—12 (1940). 

Erwiderung auf eine Note von A.Marchaud [Bull. Sci. math., II. s. 62, 229 
bis 240 (1938); dies. Zbl. 19, 305]. Verf. legt dar, daß gewisse, von ihm eingeführte 
Begriffe und erhaltene Ergebnisse auch Fälle umfassen, die von Marchaud bislang 
nicht betrachtet seien. In diesem Zusammenhang werden zwei Sätze aufgestellt und 
bewiesen. Haupt (Erlangen). 

Titt, Edwin W.: An initial value problem for all hyperbolie partial differential 
equations of second order with three independent variables. Ann. of Math., II. s. 40, 
862—891 (1939). 

Verf. betrachtet die partielle Differentialgleichung 


(1) F (Pa; Pa; 2; 0°) = 0 (,$=1,2,3) 
mit der unbekannten Funktion 2(x!, 2°, x°), worin p„ und 9. die ersten und zweiten 
partiellen Ableitungen von 2 bedeuten, und will die Fxistenz und Eindeutigkeit einer 
Lösung von (1) beweisen, die den Anfangsbedingungen 


2) #=Rrl,n); 2z=2%8,%, Pam Puls, _ Pas Pas(s; %) 
unter den Annahmen genügt, daß a) jede der Funktionen (2) vom Typus Ex (s) (w — wo)" 
n 


sei mit im Intervalle a<s<b stetigen Funktionen a,(s) und die genannte Reihe 
für a<s<b, |w— w,|=c absolut und gleichmäßig konvergiert (partielle Ana- 
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Iytizität bezüglich w); b) die folgenden Kongruenzbedingungen erfüllt sind: 
PRONAAS Sa Ba One Ver: 
2% = Pat » Zu = Pa%n . a Zu = Dapis 
c) die Funktion F in einer Umgebung der Anfangsdaten in ihren Argumenten ana- 
lytisch sei; d) die Anfangsdaten die Bedingungen befriedigen 
arBA, Ag #0, Aussah, <0, 
= .— Zat = a i 

OP OPa Bß 
sind und A„sdas algebraische Komplement von a*# in |a*#| bedeutet. Nach der Re- 
duktion des Problems auf eine gewisse kanonische Form beweist Verf., daß die Auf- 
gabe gleichwertig dem Cauchyschen Problem für ein System partieller Differential- 
gleichungen erster Ordnung ist. Diese Aufgabe ordnet sich als Sonderfall der folgenden 
unter, für die Verf. allgemein den Existenz- und Eindeutigkeitssatz nachweist: Inte- 
gration der Gleichungen 

% 0 & & () & . . 

Q; eb, ‘ar =b, G=1,2,.2,2% J=-7+17+2,.2,0) 
in denen die y„ n unbekannte Funktionen von u, v, w sind, die auf der Ebene u+v=0 
die Anfangsbedingungen y, = y%(s, w) befriedigen, wobei die y%(s, w) zugleich mit 
ihren ersten Ableitungen bezüglich s partiell-analytische Funktionen von w sind; die 


worin 


2.3 32 
4, A 


Koeffizienten ag und bz sind analytisch in y. und 2 die Determinante |az | ist zu 


Beginn von Null verschieden. Man erhält den Beweis des Existenzsatzes durch Koppe- 
lung des Verfahrens der schrittweisen Annäherung mit dem der majorisierenden Funk- 
tionen. C. Miranda (Torino). 
Mitrinovitch, Dragoslav S.: Sur Pintögration d’une &quation lineaire aux derivees 
partielles. C. R. Acad. Sci., Paris 210, 783—785 (1940). 
Zur linearen partiellen Differentialgleichung 
M) 2 Br +ymM +aap ty dt + map ty + mz—0, 
wo & Konstanten und p,g partielle Ableitungen von 2 nach x, y sind und wo 


k 
k ö% 
(ep + y9 = >} WE 
v=0 


ist, gehört die algebraische charakteristische Gleichung (mit den Wurzeln },) 
HMI. +0, 

deren Koeffizienten s, Polynome vom ersten Grade in &,, &, ...,&, sind. Z. B. für 

n=3glts, =, -3;, 8 =%— 0%, +2, 33 =%,. Wenn alle Wurzeln dieser Glei- 

chung verschieden sind, so lautet die Lösung der Gleichung (1) mit beliebigen Funk- 


tionen f, n 
I= vo ie (#) . 


1 
Verf. gibt die Lösung auch für den Fall der vielfachen Wurzeln an. Rädl (Prag). 


Differential- und Integralgleichungen der mathematischen Physik, Potentialtheorie: 


Muschelißvili, N., und D. Avazaßvili: Über die Lösung der fundamentalen Rand- 
wertaufgaben des logarithmischen Potentials. Trav. Inst. Math. Tbilissi 7; 1—24 u. 
dtsch. Zusammenfassung 23 (1940) [Russisch]. 


Chwedelidse, B.: Über die Poincarösche Randwertaufgabe des logarithmischen Poten- 
tials. C. R. Acad. Sci. URSS, N.s. 30, 195—198 (1941). 

Le probleme des mar&es a &t& ramene par H. Poincar& (Legons de M£ecanique 
celeste III, Paris 1910) & un cas particulier du problöme suivant: Soit T un domaine 
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fin! limite par une courbe simple fermee Z; il faut trouver une fonction u harmo- 
nique dans 7 et continue avec ses derivees premieresen T-+Z telle que la condition 


Hp) + gl) + flo) = 


soit satisfaite sur L; s designe la longueur de l’arc sur Z, n la normale int£rieure et 
p(s), q(s), /(s) sont des fonctions donnees de s. L’auteur montre que, si p(s), q(s), /(s) 
sont des fonctions reelles, le problöme gön£ral se ramene & la resolution de l’equation de 
Fredholm: l (K(o,r) 

Bo) = = olar-gto), 


r) r— 
L 


ds 


g et r designant des variables complexes dans le plan du domaine D. L’auteur donne 
la resolution du probleme general en employant la methode de J. Vecoua [C. R. 
Acad. Sci. URSS, N. s. 26, 327—330 (1940); ce Zbl. 23, 46] et il montre que les resultats 
ainsı obtenus s’etendent au cas oü les fonctions p(s), q(s), /(s) sont complexes. 

B. Hostinsky (Brünn). 

Brelot, M.: Points irr&guliers et transformations continues en th&orie du potentiel. 
J. Math. pures appl., IX.s. 19, 319—337 (1940). 

Verf. erinnert an Begriff und Eigenschaften der Kapazität einer Punktmenge so- 
wie an die Kriterien für Irregularität und Instabilität eines Randpunktes O einer ab- 
geschlossenen Punktmenge E. Er bezeichnet eine beliebige Menge als „effil&‘“ im 
Punkte O, wenn entweder O ein isolierter Punkt von E +O ist, oder wenn andernfalls 
eine subharmonische Funktion u(P) existiert, derart, daß u(O) > u(O) ist; %(O) be- 
deutet den oberen Limes von u(M) in bezug auf die Menge der von O verschiedenen 
Punkte M von E. Ist speziell E abgeschlossen und O Randpunkt von EZ, so ist diese 
Bedingung notwendig und hinreichend für die Irregularität von O. Es werden weiter 
stetige Transformationen einer Punktmenge E betrachtet, welche die Abstände der 
Punkte nicht vergrößern. Gleiches gilt dann auch von der Kapazität. Die Eigenschaft 
„effile“ ist invariant gegenüber topologischen Transformationen, bei denen das Ver- 
hältnis der Abstände entsprechender Punktpaare zwischen positiven endlichen Grenzen 
bleibt. Ist die beliebige Menge E „effile“ in O, so existieren beliebig kleine Kreise 
um O, die E nicht treffen (von Beurlingfdies. Zbl. 8, 318] für abgeschlossene Mengen E 
bewiesen). Die Menge dieser Kreise ist nicht abzählbar. Tautz (Breslau). 

Brelot: Quelques propriet&s locales ä la frontiere des fonetions harmoniques ou 
sous-harmoniques. Bull. Sci. math., II. s. 64, 153—162 (1940). 

Sei w eine offene beschränkte Punktmenge mit dem Rande F. Bedeutet Lou (low) 
den oberen (unteren) Limes einer in & definierten Funktion im Randpunkte O, so 
vergleicht Verf. diesen Wert mit der oberen (unteren) Grenze 25(J5) der Werte 
Lpu(PEF—-E,P-0). Es wird eine notwendige und hinreichende Bedingung an- 
gegeben, wann bei subharmonischem u in einem irregulären Randpunkte O, falls E 
„negligeable“ ist, Q5< L,u ist. (Von genauer Formulierung muß abgesehen werden.) 
Ohne die Voraussetzung der Irregularität von O erweist sich in der Ebene für dieselbe 
Ungleichung als notwendig, daß für eine Folge konzentrischer, sich auf O zusammen- 
ziehender Kreise der Fluß von u ins Innere kleiner als Null ist, aber gegen Null strebt. 
Umgekehrt werden bei harmonischem u Bedingungen angegeben, wann J5u = Iou ist 
(E wieder „negligeable“). In den Resultaten ist als Sonderfall das Lemma von Evans- 

Vasilesco enthalten, daß man aus der Endlichkeit bez. F und Stetigkeit positiver, 
_ auf der abgeschlossenen Menge F verteilter Massen auf die Endlichkeit im ganzen 
Raume schließen kann. Tautz (Breslau). 

Privaloff, I.: Sur le problöme de Watson. Bull. Acad. Sci. URSS, Ser. Math. 
Nr 1, 13—21 u. franz. Zusammenfassung 22 (1939) [Russisch]. 

In Verallgemeinerung des Watsonschen Problems beweist Verf. folgendes: Eine 
notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die harmonischen nn 


(o Abstand vom Nullpunkte) a„lgo + lgm, (im zweidimensionalen Falle), — Se s+lemn 
26* 
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(im p-dimensionalen Falle) Bun, einer subharmonischen Funktion sind, ist die 


f 1g7T ren 
Konvergenz des Integrals fe9 a bzw. [—E wi —-—dr, wobei T(r) = BUD ums 
24 —— n>1"" 
Pas 
(r > 0) ist. Tautz (Breslau). 
Saks, S.: On the operators of Blaschke and Privaloff for subharmonie funetions. 
Rec. math. Moscou, N. s. 9, 451—455 (1941). 
Ist u(Q) subharmonisch in der dreidimensionalen offenen Punktmenge @, nach 
M. Riesz, also von der Form (1) h(@) — Ei 


H 
Inneren von @ gelegenen offenen Menge H, so existieren, wie Verf. zeigt, fast überall 


m(u;r, u) na MErD-UN) pr 70. 


2y2 2y27 


(h(Q) harmonisch) in jeder ganz im 


die Grenzwerte der Operatoren 


m(u;r,Q) bzw. M(u;r,Q) bedeuten das Oberflächen- bzw. Raummittel von u über 
eine abgeschlossene Kugel $S vom Radius r und Mittelpunkt @. Der Grenzwert ist 


(8) 


gleich der symmetrischen Dichte Do(Q) = lim re sofern diese existiert. Der 


Beweis stützt sich auf die Gleichung re ve A ‚aus der u.a. auch die 
Eindeutigkeit der Rieszschen Darstellung (1) folgt. Verallgemeinerung auf n>2 
Dimensionen ist möglich. Tautz (Breslau). 
Privaloff, I.: On a theorem of S. Saks. Rec. math. Moscou, N. s. 9, 457—460 (1941). 
Verf. gibt einen direkten Beweis für die Existenz des verallgemeinerten Laplace- 
schen Operators für subharmonische Funktionen in fast allen Punkten des Raumes. 


Sei u(Q) = es En ({o(e) eine positive Massenbelegung.) Dann zeigt Verf., daß die 


ae a #(O) sr »—0 [M(u;h,Q,) bedeutet 
das Raummittel von u über eine Kugel 8 vom Radius } und Mittelpunkt Q,] zwischen 
den Hauptlimites 0,9 von (4 mh?) "1c(S8) liegen. Da fast überall o=_ = symme- 
trische Dichte von o(P) ist, so ist somit das Resultat von Saks (vgl. vorstehendes 
Ref.) bez. des Operators von Privaloff gewonnen. Entsprechendes gilt auch im 
R,(n=2). Tautz (Breslau). 

Monna, A. F.: Sur un prineipe de variation de Gauss dans la th&orie du potentiel. 
Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 44, 50-61 (1941). 

Sei (2 eine offene Punktmenge, Fer Rand 2 eine beschränkte Punktmenge ist 
und mit dem Außenrande von (2 zusammenfällt (d.h. 2 ist auch Rand der Kom- 
plementärmenge CF von F=02+2). V sei das Potential positiver Massen in Q2, 
U das Potential positiver Massen g (e e) auf &', welches (la) durchweg <V, und (1b) auf 
OF gleich P ist. w(e) sei die durch Ausfegung, i(e) die durch „extr&misation“ auf &' 
erzeugte Verteilung, U bzw. U seien die zugehörigen Potentiale. Dann gt U>U>T, 
und für die zugehörigen Massenverteilungen 


e(e) = [EQ) dated) + [(L— EQ))dule), 0SEQ)=<1. 


D 
beiden Hauptlimites des Ausdruckes 


Weiterhin besitzt das Gaußsche Integral f U — 2V)de(eg) nicht nur ein Minimum. 


(nämlich für 0 = 4), sondern in bezug auf alle Verteilungen 0, die (la, b) genügen, auch 
ein Maximum, und zwar für die Verteilung #(e). Für den Fall, daß die Massen von F 
auf eine Kugelfläche S gleichmäßig verteilt sind und V also in N konstant, etwa gleich 1 


ist, gilt u (2) > a (2), und dasEnergieintegral J (o*) -/| LAENLL d0* (eg) de*««) DIE 


79,0 
hat die Extremwerte (a (2))-! und (u®(Z))-! für alle Verteilungen, die ein in Q 
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konstantes Potential erzeugen. Diese Betrachtungen lassen sich auch auf die Poten- 
tiale der Ordnung & von Frostman ausdehnen. (Herr Frostman macht darauf 
aufmerksam, daß Verf. aus der durchgehenden Konvergenz einer Folge von Poten- 
tialen auf die Konvergenz der entsprechenden Massenbelegungen schließt, was, wie 
Beispiele zeigen, Uhkichtig ist. Redaktion.) Tautz (Breslau). 

Schiffer, Menahem: Sur la variation de la fonetion de Green de domaines plans 
queleonques. C. R. Acad. Sci., Paris 209, 980-982 (1939). 

E sei eine beschränkte und ahreichleaene Punktmenge der z-Ebene mit einem 
transfiniten Durchmesser d(E) >0. Durch *—=2z-+e- = - ‚e>0 und hinreichend 
klein, O<9P<2n, 2, &E, wird E in eine Punktmenge E* abgebildet. Die zu den 
Komplementärgebieten E und £* gehörigen Greenschen Funktionen seien g(z, 0) und 
g*(z, 00). Für g*(z, 00) — g(2, 00) wird eine Abschätzung angegeben, in die wesentlich 
€,9 und z, eingehen. Wittich (Göttingen). 

Privaloff, I. I., et W. W. Sagatelian: Sur le potentiel de double eouche dans P’espace. 
Rec. math. Moscou, N. s. 9, 429—435 u. franz. Zusammenfassung 436 (1941) [Russisch]. 

Die erste Randwertaufgabe der Potentialtheorie wird auf den Fall erweitert, daß 
die auf einer ein Gebiet umschließenden Oberfläche S gegebene Funktion g(Q) nicht 
wie gewöhnlich als stetig, sondern als endlich und meßbar vorausgesetzt wird und eine 
Lösung gesucht wird, die bei Annäherung längs einer Flächennormalen fast überall auf 8 
die gegebenen Werte annimmt. Die Verallgemeinerung wird also in das Gebiet der 
reellen Funktionen hinein vorgenommen. — Wie im gewöhnlichen Fall die Lösung 
der Randwertaufgabe als Potential einer Doppelbelegung mit einem stetigen Moment 


/(9) dargestellt werden kann, u( 2 719) fQ)dw, wobei f(Q) als gesuchte Ver- 


teilungsfunktion aus der Thtesrelglefchtme 


% (Od + 27/(Q,) = 90) 


zu bestimmen ist, so ist a im verallgemeinerten Fall ebenso. Zu dem Zweck muß 
als Potential der Doppelbelegung ein Stieltjessches Integral der Form [# 2 2 du(e) 


mit der Verteilungsfunktion w(e) von beschränkter Schwankung RUE werden. 
u(e) genügt dabei der Grenzbedingung 


ı cos y lo) 
( Wale a 99; Iule 27 Pe ern mo, ’ 


falls P längs einer ee (das Vorzeichen je nachdem, ob von innen oder 
außen) nach Q, auf $ strebt, gültig für alle Punkte Q, mit Ausnahme höchstens einer 
Menge vom Maße 0; @; bedeutet dabei ein Segment von 8 mit dem Mittelpunkt Q, 
und Radius { und mo, sein Maß. Diese Bedingung entspricht obiger Integral- 
gleichung für /(Q) und geht, falls w(e) totalstetig ist, in sie über, während zugleich 
das Potential sich auf die gewöhnliche Form rückbildet. — Der Bowsi stützt sich 
naturgemäß auf Ergebnisse teils der Potentialtheorie, teils der Theorie der reellen 
- Funktionen und wird durch Zerlegung von u(e) in bekannter Art in einen total- 
stetigen und einen singulären Anteil für beide Anteile einzeln geführt. 
E. Svenson (Posen). 


Zeragija, P. K.: Die Integration von polyharmonischen Gleichungen. Trav. Inst. 
Math. Tbilissi 8, 135—161 (1940) [Georgisch]. 

Mendes, Mareel: Sur une &quation aux döriv6es partielles du second ordre. ©. R. 
Acad. Sci., Paris 212, 112—114 (1941). 


Als Verallgemeinerung der Potentialgleichung und Analogon da Humbertschen 


RA 
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Gleichung studiert Verf. die ne 

, RU a U U U U 
M) AU= ox: +° en ren Oydz Öxdz Oxöy 
Nach Eirführung der Variablen 

a=jstpyt2=—-EHig vefstiyt3=-- 
v=c+y+z={J3; (=]) 

lautet das allgemeine Integral von (1): U —= (u, w) a g(v, w) mit willkürlichen Funk- 
tionen /,g. Der Gleichung (1) tritt ein dreidimensionaler Raum R mit dem Linien- 
elementquadrat 


ds? = da? + dy? + dz? — dydz — dadz — dady = dE?’ + dr? 


an die Seite; die Parallelen zur Geraden D: x—= y = zsind also seine Isotropen. Durch 
zwei allgemeine Punkte von R gehen unendlichviele Geodätische, die in der zu D 
parallelen, sog. geodätischen, Ebene liegen. Multipliziert man die Appellschen Cosinus 
P(, 9), @(0, 9), R(0, @) [zu ihrer Definition vgl. Devisme, dies. Zbl. 24, 186] mit 
exp 3(0 + 9), so erhält man die Richtungscosinus P, (0, @), . . . dieser Geometrie. Der 
Winkel V zweier Vektoren mit den Komponenten a, b,c bzw. a’, b’, c’ ist durch 
a2 —b — cd) +b(2b”’ — ’— a’) +c(2c— a —P) 
2y® + +@—-be—ca—-abYa?+b?2+c?—-Y— ca’ — a’d’ 
zu erklären, der zugleich den Winkel zwischen der Geraden x/a = y/b = z/c und der 
Ebene «x + b’y + c’z = 0 bezeichnet. Zu einer allgemeinen Geraden gibt es in jedem 
Punkte eine (geodätische) Lotebene und zu jeder Ebene ein (zu D paralleles) Lot. 
Mittels der Richtungscosinus des neuen Bezugssystems zum alten drückt sich eine 
Bewegung ebenso aus wie in der euklidischen Geometrie. Das Analogon der Kugel 
bietet die Fläche 2? + y? +2? — yz — 22 — xy = const. Harald Geppert. 
Kantorovitch, L.: On the convergence of variational processes. ©. R. Acad. Sci. 
URSS, N. s. 30, 107—111 (1941). 
Verf. behandelt das Dirichletsche Problem bezüglich der Differentialgleichung 


a) | Ar 3) +2, 3) - SU Th 


worin a(2,y) >0, b(z,y) >0, c(x,y)>0, f(z, y) im Gebiete D stetige Funktionen 
bezeichnen. Verf. befaßt sich mit der Herstellung der Lösung durch schrittweise Nähe- 
rung; sie beruht auf der bekannten Äquivalenz der Randwertaufgabe mit dem Minimum- 
problem des Integrals 


2 Nele) + 2(2) + ew® + 2fuldzay. 


Verf. beweist zwei Sätze, von denen der folgende angeführt werde: u(z, y) sei eine 
auf dem Rande /’ von D verschwindende ee von (1), für die 


=), 


cosV = 


du\2 
Ju) < + ©, fg dy<K, 
& 
gilt. w„(x, y) sei eine zer auf /’ verschwindender Funktionen der Art, daß 


; ö . { 
In) Kur 6,, er 2) EHE lim e„logK, = 0 
14 no 4 NSS i 
ist. Dann konvergiert w„(z, y) gleichmäßig in D gegen u(x, y), und es ist 


un — u| = (+ (enlog Ft En te )- 
S. Cinquini (Pavia). 
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Kantoroviteh, L.: On the convergence of the method of reduction to ordinary 
differential equations. C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 30, 585—588 (1941). 

Verf. setzt die vorstehend besprochene Arbeit fort und beweist den folgenden 
Satz: D werde von den Geraden @=0, 2 =1 und den Kurven y=g(8), y= h(«) 
begrenzt, worin g(z), h(x) beschränkte erste Ableitungen haben und h(x) > g(x) ist; 


u(x, y) sei in D definiert, verschwinde auf dem Rand /' von D, und die partiellen 

; u Ay i : N j i s 5, 
Ableitungen ya day Fe samt ihren Quadraten in D integrierbar; weiter möge 
u(x, y) die im vorstehenden Referat angeführten Bedingungen befriedigen. Dann 
konvergiert die Näherungsfolge u„(x, y) in D gleichmäßig gegen eine Lösung von (1) 
wenn sie eine der beiden folgenden Formen hat 


> 


n n 
Be . kaly gi) RR & 

Un(z, y) = he sın AR) ge) ’ Un (2, %) = Ihe y* (y — g9(2)) (y u h(x)) 
mit /z(0) = fr(l) =0. Im übrigen ist die Ordnung des Fehlers beim n-ten Schritt 
O(n-!ylogn). S. Cinquini (Pavia). 

Kosehmieder, Lothar: Die endliche Fouriersehe Abbildung und ihr Nutzen bei Auf- 
gaben der Wärmeleitung in Stäben und Platten. Deutsche Math. 5, 521—545 (1941). 

Verf. gibt die Lösungen verschiedener Randwertprobleme bezüglich der Gleichung 
Ur + Uyy = Wim Bereich a<r sb, c<y=d,0=<t=T. Das Verfahren besteht 
in der Entwicklung von u(z, y, t) in eine Fouriersche Doppelreihe für x und y. Eine 
solche Reihe kann sodann durch Einführung gewisser Greenscher Funktionen, die sich 
mittels der Funktion ®,(&,n) ausdrücken lassen, summiert werden. Verf. behandelt 
auch entsprechend einige klassische Randwertaufgaben für die Gleichung u,, = u, 
wobei er großenteils schon bekannte Ergebnisse wiederfindet. C. Miranda (Torino). 


Bourgin, D. 6.: The Dirichlet problem for the damped wave equation. Duke math. 
J. 7, 97-120 (1940). 

Gegenstand der Arbeit ist die erste Randwertaufgabe für die Differentialgleichung 
Ar = + K?y=0 (K=const) im Rechteckbereich 0O<xz<mn, O<t=<Tn. 
Sind die über das Intervall O< 2z2< mr hinaus als gerade Funktionen periodisch 
fortgesetzt gedachten Randfunktionen y(x,0) und y(z, Tr) mit ihren Ableitungen 
bis zu einer genügend hohen Ordnung n stetig, und gilt dasselbe sinngemäß auch für 
die Randfunktionen auf den beiden anderen Rechteckseiten, so existiert sicher min- 
destens eine (zweimal stetig differentiierbare) Lösung, die in Form einer trigono- 
metrischen Reihe explizit angeschrieben werden kann. Aus ihr erhält man in bekannter 
Weise die Gesamtheit aller Lösungen durch Kombination mit der Lösungsmannig- 
faltigkeit des homogenen Problems. Der Umfang der letzteren hängt mit der Anzahl 
der positiv ganzzahligen Lösungen I,g der Gleichung 


= 45 (= 2,2 W-Yı-8, 8=(&m) 


zusammen (wenigstens soweit, wie hier, nur „zulässige Lösungen“ betrachtet werden, 
das sind Lösungen mit im Rechteck stetigen, auf dem Rand absolutstetigen ersten 
und im Sinne von Lebesgue summablen zweiten Ableitungen), und diese ist wiederum 
aufs engste mit der algebraischen Natur der Zahlen & und f verknüpft. Hierüber 
werden mehrere Sätze hergeleitet. Der algebraische Charakter von & und ß bestimmt 
auch die Zahl n. Ferner wird gezeigt, daß zu jedem auf den beiden Rechteckseiten 
{= 0 undi= Tr homogenen Dirichletschen Problem mit nur einer zulässigen Lösung 
immer ein Cauchysches Problem existiert, dessen (einzige) Lösung im gegebenen Recht- 
eck mit der des Dirichletschen Problems identisch ist. Schoblik (Brünn). 
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Goldoni, Gino: Teoremi di unieitä per le equazioni di Hertz. Rend. Semin. mat. 
Univ. Padova 11, 97—107 (1940). 

Verf. beweist, daß nach Vorgabe der Anfangsbedingungen für Z und H im Gesamt- 
raum die Hertzschen Gleichungen 


rttH =i + nn +eou+rot(Dx u), 


oB 
rtt#=— y75 


D=eH, B=uHB) Vf, o=divD, 


in dene die Geschwindigkeit u der Materie als bekannt angesehen wird, eindeutig 
das elektromagnetische Feld in einem isotropen paramagnetischen Mittel festlegen, 
wenn man noch die Bedingung hinzunimmt, daß E, H und go von mindestens der 
Ordnung $% klein werden, wenn der Punkt, auf den sie sich beziehen, ins Unendliche 
wandert. Auch für ein endliches Gebiet gilt der Eindeutigkeitssatz, wenn man außer 
den Anfangsbedingungen auf dem Rand des Gebietes die elektrische Dichte o und 
die Tangentialkomponente von E+Bx u oder von H— Dx u vorgibt. 

C. Miranda (Torino). 


— rot(Bx u), 


Integralgleichungen, Integraltransformationen: 


Trieomi, Franceseo: Sul „‚prineipio del eielo ehiuso“ del Volterra. Atti Accad. Sci. 
Torino 76, 74—82 (1941). 
Verf. betrachtet die Funktionaltransformation 


B.[F(y] = Fle) — A[Kle, y)Fly)dy, 


die zur Volterraschen Integralgleichung 2. Art gehört, und entwickelt zwei verschiedene, 
hinreichende Bedingungen dafür, daß ihr Kern K(z,y)=N(xz— y) nur von der 
Differenz x — y abhängt. Die erste besagt, daß eine Invarianz gegen beliebige Trans- 
lation h bei beliebigem F(y) gelten, also B,[F(y — h)] = %,.-.„[F(y)] sein soll, wobei 
zusätzlich lediglich die Stetigkeit von K(x, y) vorausgesetzt wird; die zweite fordert, 
daß bei beliebigem periodischen F(y) der beliebigen Periode T auch 3,[F(y)] eine 
periodische Funktion in x mit der gleichen Periode ergeben soll; hierzu wird neben der 
Stetigkeit von K(zx, y) weiter vorausgesetzt, daß 


or+T s+T/ oo 
D [E@,2— nT)Fle)dz=[ (Zxe.: _ .n)) F(2)dz 
n=1x © n=1 


seiund die unterdemletzten IntegralstehendeSummesstetiginzausfalle; Volterra machte 
für den Beweis die viel einschneidendere Voraussetzung |K(z, y)| < C(x — yJ-1=:, 
C,e>0. Daß umgekehrt bei einem Kern der Form N (x — y) die in den Bedingungen 
niedergelegten Sachverhalte gelten, ist leicht zu sehen. Harald Geppert. 

Sato, Tunezo: On eigenvalues of iterated kernels. Proc. phys.-math. Soc. Jap., 
III.s. 23, 4—7 (1941). 

K„(z, y) seien die iterierten Kerne zu einem symmetrischen Kern K(z, y), A, $(x) 
die Eigenwerte und Eigenfunktionen des letzten. Bekanntlich ist dann p auch eine 
zum Eigenwert A" gehörige Eigenfunktion von K„, und umgekehrt ist, falls Am einen 


Eigenwert von K„ bezeichnet, mindestens ein Wert von IQ) auch Eigenwert von K. 
Diese bekannten Tatsachen verallgemeinert Verf. folgendermaßen: Es bezeichne 


n n 
f(x) = 2% eo, {{R)= Za,K, mit konstanten a,; dann ist @ Eigenfunktion von 


f(K) zum Eigenwert f(A-1)=!, und umgekehrt gilt: Ist u Eigenwert von f(K), so ist 
mindestens eine Wurzel A der Gleichung f(A-!) = u"! Eigenwert von K. Der Beweis 
für diesen letzten Satz ist eine Verallgemeinerung des klassischen Musters. 


Harald Geppert (Berlin). 


u 
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Gunther, N.: Sur les &quations integrales de troisiöme espece. ©. R. Acad. Sci. 
URSS, N. s. 30, 683—686 (1941). 


Ziel der Arbeit ist eine unmittelbare, von der Theorie der quadratischen Formen 
freie Behandlung der Integralgleichung 


b 
(l) p(2) = Fe) + A[Glz, Y)k(y)p(ly)dy 


mit stetigem, symmetrischem, positiv-definitem, abgeschlossenem Kern @(x, y) und be- 
schränktem, zeichenwechselndem k(y). Den Ausgangspunkt bietet die Mercersche 
Formel für @(z, y); sind @„(x) die orthonormierten Eigenfunktionen, Un die Eigen- 
werte von @(z, y), so bildet Verf. den Kern 
Gyral®, y) 2 u ton) aon(y) 
n= 
und damit die stetige Funktion 
b 
k(z, y) = [Orrela, GirlE, YRlE)dE. 
Die beiden Gleichungen: Y 
b b 
p(@) = A/Cla, Ykiy)eo(y)dy; Ola) = Afk(z, y)Oly)dy 
a 4 


haben die gleichen Eigenwerte A„, und ihre Eigenfunktionen 9,, 6, genügen den 
Beziehungen b 


b 
pn(a) = Er / Gala, Yorlydy, One) = VA] / Gala, Whly)ar(y)dy. 


Normiert man die 9, durch die Festsetzung 


[2 
[Hag:a)dz = FL, 


so sind zugleich die @, normiert und bilden ein abgeschlossenes System, falls die Ge- 
samtheit der Nullstellen von k(z) ın (a, b) vom Maße Null ist. Daher liefert die Ent- 
wicklung nach den 6, für die mit einem quadratisch integrierbaren h(y) quellenmäßig 
dargestellte Funktion 


b 

I) = [&, Ykiy)h(y)ay 
a 

den Hilbert-Schmidtschen Entwicklungssatz in der Form 


oo 


b 
fa) = D) rl gute) [ks)ig)antyay, 


n=1 


woraus sich sofort die Lösung von (1) ergibt. Speziell liefert der Entwicklungssatz 


< 1 
Ge, = De: 
n=1 
die Parsevalsche Formel 
b. oo 
[kor@az = I 
a n=1 


und damit die Beziehung s d 
1;'= [@(x, z)k(a)de. 
1 @ 


b an 
- | Jona) j 


n= 


Harald Geppert (Berlin). 
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Miranda, Carlo: Sulle equazioni integrali il eui nueleo & funzione lineare del 
parametro. Atti Accad. Italia, VII. s. 2, 117—123 (1940). 

Über einem beschränkten meßbaten Grundgebiet 7 studiert Verf. die Integral- 
gleichung 


(1) p(2) = A[G(a, y, A)p(y)dy, 
p 


deren Kern die Form @(x, y, A) = H(z, y) + AH,(z, y) mit reellem, symmetrischem 
H, H, hat; diese Voraussetzungen reichen nicht aus, um die Existenz oder gar Realität 
der Eigenwerte zu gewährleisten; deshalb macht Verf. die weitere Voraussetzung, daß 
H,(x, y) semidefinit oder definit positiv sein soll. H und H, sollen nicht ausgeartete 
Kerne sein. Dann hat (1) abzählbar unendlichviele, und zwar lauter reelle, Eigenwerte, 
die sich im Endlichen nicht häufen; denkt man sie sich nach wachsendem Betrag und 
jeden mit der ihm zukommenden Vielfachheit durchgezählt, so lassen sich die ent- 
sprechenden Eigenfunktionen orthonormieren: 

9 [onte)ante)de + mumn| [Arte Dontmtldedy-iT, mon 


und es gelten die Abschätzungen 


= 2 
Der < (MG, Yay-+ Hy, 2) = 4a), 
n—=1 T 


oo 


Zi’ =[4a)da + [[Hı(, y)A(z)A(y)dady. 
un 47T 


Ist u(x) eine in T quadratisch integrierbare reelle Funktion, so gilt der Entwicklungs- 
satz für quellenmäßige Funktionen: 


[a Duway = Az! pn [un)ontu)ay, 


und weiter hat man die Entwicklungen 


Aue ) = Zn) [la Drnlede, 


© Au [Ho OpnBdE[ Ay Monln)dn = 0. 


Der Existenzbeweis der Eigenwerte erfolgt, ähnlich dem klassischen Fall, durch Be- 
rechnung des Extremums eines passenden Funktionals. Im übrigen lehnen sich die 
Beweismethoden an eine andere Arbeit des Verf. (Nuovi contributi alla teoria delle 
equazioni integrali lineari con nucleo dipendente dal parametro; Mem. R. Accad. delle 
Sc. Torino 1940) an. Harald Geppert (Berlin). 

Giraud, Georges: Fquations de Fredholm_dont Ile noyau est fonetion holomorphe 
d’un parametre. Bull. Sci. math., II. s. 64, 225—244 (1940). 
L’A. considera l’equazione integrale 

(m) 


(1) X) — [G(X, A; Mu(A)g(A)dVı— 0 


B 
dove @(X, A; A) &, per ogni fissato A, un nucleo (fredholmiano) verificante le ipotesi 
di un suo precedente lavoro (questo Zbl. 17, 71) e, rispetto a A ‚& olomorfo in un insieme 
aperto e connesso D del piano complesso, quali che siano X e A. In tali ipotesi esiste 
in D un insieme # (eventualmente anche vuoto) che non ha punti di accumulazione 
in D e che gode delle seguenti proprietä: 1°) seAc D — E il numero K delle soluzioni 
linearmente indipendenti della (1) & indipendente da A; 2°) se AC E il numero delle 
soluzioni linearmente indipendenti della (1) & superiore a k; 3°) qualunque sia A,C D 
e diverso da zero, si possono trovare % soluzioni linearmente indipendenti della (1) olo- 
morfe in un intorno di A,. Seu,(X;A)(&=1,2,...,k) sono dette soluzioni, € possibile 


et 
’ 
any) 
Fr 
” y N ‘ e. 
x BC 
et j # . “ - - 2 


* 
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(e in infiniti modi) associare ad esse altre 2k funzioni 0a(X; A), 02(X; A) olomorfe in 
un intorno di A,, in modo che le en 


(2) @(X,E;A)+N(X Ra he Be N(X, A; A)x(A)dV, 
k 
= NY ulX; A)0a(8; A), 
a=1 
(m) 
(3) 0X; A)=|N(4,X;A)04(A; A)x(A)dVı (&=1,2,...,k) 
B 


ammettano una e una sola soluzione N(X, &; A) meromorfa in un intorno di A, e tale 
che ogni suo polo sia per i secondi membri delle (3) un punto regolare o un polo di 
ordine inferiore. Tale funzione N(X, #;A) & detta dall’A. un nucleo risolvente in 
senso lato della (1) e i punti dell’insieme E sono poli per essa. Si noti che se k = 0 
le equazioni (3) scompaiono e la (2) si riduce alla ben nota equazione caratteristica del 
nucleo risolvente della teoria ordinaria. L’A. studia anche la struttura della parte 
principale di N(X, £; 4) relativa a un suo polo. Q. Miranda (Torino). 


Giraud, Georges: Sur une .classe d’&quations linsaires oü figurent des valeurs 
prineipales d’intögrales simples. Ann. Ecole norm., III. s. 56, 119—172 (1939). 

Sia V una varietä chiusa e connessa ad una dimensione, sulla quale la posizione 
di un punto X sia determinata da una coordinata z, definita ameno di un multiplo 
di un periodo w; (x) e c(x) due tensori su V il primo covariante e il secondo contro- 
variante rispetto ad ogni cambiamento della coordinata x; @(X, £) una funzione reale 
di due punti X e & di Y del tipo 


HR, = e)er 2 + 0,X,3) 


dove @,(X, 2) & un nucleo sommabile; g(X) una funzione hölderiana su V. Ciö pre- 
messo e posto Q(z)dx = doy, consideriamo le due equazioni integrali a valor princi- 
pale tra di loro trasposte 


(1) g(X) u(z) — A[G(X, A) u(A)do, = 0 

(2) glF)ulE) — 1[6(4, EZ)u(A)do,—=0 

e diciamo C l’insieme dell’asse en del piano complesso A descritto dal punto 
ar re 


al variare di X su V. Sotto varie ipotesi qualitative per la varietä V e per il nucleo 
G(X, &), che non & qui il caso di precisare, ad ogni insieme aperto e connesso D non 
avente punti in comune con Ü si possono associare due ben determinati numeri r ed s 
tali che le equazioni (1) e (2) ammettano per ogni valore (anche infinito) di A appar- 


tenente aD — E rispettivamente r ed s soluzioni linearmente indipendenti, designando 


E un insieme 'contenuto in D (eventualmente anche vuoto) privo di punti di accumu- 
lazione in D. Per ogni punto A di E le (1) e (2) ammettono rispettivamente r + ed 
s + t soluzioni linearmente indipendenti, essendo £ un intero positivo dipendente dal 
valore di A considerato. Se C contiene il puntoA=0sihar=s=0; se( contiene 
il punto A=oosihar=s ma il valore di questi due numeri puö anche differire da 


zero. La possibilitä che sia r # s & provata con un esempio. I „punti di E si possono 


anche caratterizzare come i poli di una certa funzione N(X, .&;4) che !’A. chiama 
nucleo risolvente in senso lato, la quale & definita dal dover soddisfare a certe equazioni 
funzionali che nel caso r = s = 0 si riducono a quelle ben note della teoria ordinaria. 
Condizione necessaria e sufficiente per la risolubilitä delle equazioni non omogenee 
associate alle (1) e (2) & l’ortogonalıtä del termine noto a tutte le soluzioni dell’equazione 
omogenea trasposta; soddisfatte tali condizioni e se A non & polo del nucleo risolvente, 


= N N m 
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detta soluzione puö essere espressa a mezzo di detto nucleo come nella teoria ordinaria 
a meno naturalmente dell’aggiunta di un’arbitraria soluzione dell’eguazione omogenea 
associata. Poich® puö effettivamente risultare r + s il numero delle soluzioni linear- 
mente indipendenti di un’equazione integrale omogenea a valor principale puö dunque 
differire dal numero delle condiziont di compatibilita dell’equazione non omogenea 
associata. Tutta la teoria sussiste anche se la varietd V anzicch& essere connessa € 
composta di un numero finito di parti staccate. Essa puö inoltre venire estesa ai sistemi 
di equazioni integrali a valore principale del tipo: 
Dplgas(X) us(X) — A[GIX, A) up(A)dou)=0. 
v C. Miranda (Torino). 

Amerio, Luigi: Sull’inversione della trasformata di Laplace e su aleuni teoremi 
tauberiani. Atti Accad. Ital., VII.s. 1, 485—496 (1940). 

Ft) sei für — 0 <t<< + oo definiert und in jedem endlichen Intervalle Lebesgue- 
integrierbar, derart, daß das uneigentliche Integral 


Im =je-r rat 
für <Rp< a Für a n,A>0,% <x<- ß werde gesetzt: 
G„,,(t) = = j RR rolı + 2) dr . Dann gilt für fast alle Werte von t und insbeson- 
dere für 418 eienigen in denen F(t) stetig ausfällt, die Beziehung 
a) | ‚im ,,1() = F(), 


während in den Unstetigkeitspunkten erster Art von F(t) die Gleichung gilt 
im 6,,.() = H{R(*) + Fün)]. 


Die Grenzbeziehung (1) gilt gleichmäßig, wenn ti in einem beliebigen Intervalle, das 
in einem Stetigkeitsintervalle von F(t) liegt, variiert. Existiert schließlich der Grenz- 
wert Jim @0,,(t), so ist er fast überall gleich F(t). Ähnliche Formeln gestatten die 


Bestimmung der Ableitungen von F(t), falls sie existieren. — Den angeführten Satz 
verwendet Verf. zur Ableitung verschiedener hinreichender Bedingungen für /(p), die 
das Bestehen der Relation ‚Jim Ft) = 0 oder der anderen |F()|< MfürO st< + 


gewährleisten, falls /(p) in der Halbebene R(p) >0 analytisch ist. Beweise fehlen. 
©. Miranda (Torino). 
De Oliveira Castro, F. M. de: Über die Darstellung analytischer Funktionen dureh 
Fourierintegrale. Ann. Acad. Brasil. Sci. 12, 313—8315 (1941) [Spanisch]. 
Angabe elementarer funktionentheoretischer Voraussetzungen. Ullrich. 


Funktionalanalysis, Funktionalräume: 


Hildebrandt, T. H.: On unconditional convergence in normed veetor spaces. Bull. 
Amer. Math. Soc. 46, 959—962 (1940). 

E. H. Moore has shown that the (absolute and therefore) unconditional conver- 
gence of an infinite series Ir, with real, complex or quaternionic terms, is equivalent 
to its convergence in the following sense (“convergence in the o-sense”): “Let a be 


* . ... ” k 
any finite sub-set n,,...,nz of the positive integers, and denote D’x,, by Dies 
i=1 [7 
D%n converges in the o-sense if lim D)x, exists, where the limit is the Moore-Smith- 
Br 


limit, and 0, = o, means that o, contains all of the numbers of o,.” (See E. H. Moore, 
General Analysis. Pt.2. Philadelphia 1939, p. 63; this Zbl. 20, 366.) — The Author 
extends in this paper the above theorem to the case, when the terms of the series Be 
are elements of an arbitrary Banach space. Bela de 8z. Nagy (Szeged). 
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Michal, Aristotle D., and Max Wyman: Characterization of complex couple spaces. 
Ann. of Math., II.s. 42, 247—250 (1941). 

Let E be a real Banach space with a real inner product (x, y). Let E(c) be the 
space of all couples {z, y} (x, y€ E) with the following fundamental operations: {2,, yı) 
+2, y} = {u +2, Yıtyh (a+ib)iey=fan — by,ba+ ayı (a,b real 
numbers) and the following norm: |{x, y}| = (|| x] en, Theorem 1: A necessary 
and sufficient condition that an arbitrary complex Banach space B be linearly homeo- 
morphic to such a space E(c) is that (a) B must possess a Hermitian inner product 
[Z, U], (b) there exists a function Z on B such that [Z, U) = [z, au Z=Z. Then E 
may be chosen asthe (real) subspace of B consisting of all elements such that W = W.— 
Let now E be an arbitrary real Banach space and define Z(c) as above but with the 
norm |{z, y}| = sup(Z?(x) + L?(y))}, where Z runs over all real functionals on E 
whose modulus is one. Theorem 2: In order that an arbitrary Banach space B be 
linearly homeomorphic to such a space E(c), it is necessary and sufficient that there 
exists a function Zon Bsuch that Z+ U=Z + U, iZ = - iZ, Z=Z, Iz] = 21. 

Bela de Sz. Nagy (Szeged). 

Dieudonne, Jean: Equations lineaires dans les espaces norm&s. ©. R. Acad. Sci., 
Paris 211, 129—131 (1940). 

Fortsetzung einer früheren Note [C. R. Acad. Sci., Paris 211, 94—97 (1940); dies. 
Zbl. 24, 323]. E und F seien Banachräume, E’, F’ ihre konjugierten. Als schwache 
Topologie in E, F wird die Topologie o(E, E’) bzw. o(F, F’) bezeichnet. Jede stark 
stetige Abbildung u von E in F ist schwach stetig und umgekehrt. Folgende Eigen- 
schaften von u sind äquivalent: a) u ist ein (schwacher oder starker) Homomorphismus 
von Ein F; b) u(E) ist (schwach oder stark) abgeschlossen in F; ec) w’ ist ein starker 
Homomorphismus von F’ in E’; d) w ist ein schwacher Homomorphismus von F’ 
in E’; e) w‘(F’) ist stark abgeschlossen in EZ’. Ohne Beweise. @. Köthe. 

Fortet, Robert: Les syst&mes d’&quations lineaires dans les espaces uniformement 
convexes. ©. R. Acad. Sci., Paris 211, 422—423 (1940), 

Soient E un espace (B) uniformement convexe, 21,89. ..,%,... une suite 
d’elements de E de norme £gale & 1, et a],@,...,@,,.... une suite de nombres quel- 
conques. On cherche une fonctionnelle lineaire F de E, satisfaisant au syst&me d’e- 
quations (s) suivant: F(z)=a,;,(=1,2,...). Si M dösigne la borne inferieure des 
normes des solutions de (s), toute solution F* de (s), telle que |F*| = M, sera dite 
minimale. Th&or&mes: Si E est a norme reguliere (pour la definition voir R. Fortet, 
ce Zbl. 23, 130), alors (s) admet au plus une solution minimale. Si E est a norme uni- 
formöment reguliere (definition dans la m&öme note), alors (s) est possible si, et seule- 
ment si im M„= M< oo, oü M,„ designe la borne inferieure des normes des solu- 

n>Xo 
tions du systeme fini d’equations: F(z,)=a; (i=1,2,..., n). — Ces resultats donnent 
une extension de certains theoremes de F. Riesz pour lesespaces LP. Bela de 82. Nagy. 

Boas jr., R. P.: Some uniformly convex spaces. Bull. Amer. Math. Soc. 46, 
304—311 (1940). 

Elementarer Beweis eines Satzes von Clarkson (dies. Zbl. 15, 356). @. Alexits. 

Krein, M., and V. Smulian: On regularly eonvex sets in the space conjugate to 


‘a Banach space. Ann. of Math., II. s. 41, 556—583 (1940). 


Let E be a Banach space and E* its conjugate space. The authors call a set 

K < E* regularly convex (r. c.) if for every g € E* which is not contained in K there 

exists an element x, € E such that sup /(x,) <g(x,). IE K is a linear subspace of E* 
4 > 


then the expression r. e. denotes the same as regularly closed (see St. Banach, Theorie 
des operations linsaires, Warszawa 1932, 116; this Zbl. 5, 209). The smallest r. c. set, 
containing a given set 8, is called the r. c. envelope of 8. Using the known process 
of continuating a positive functional with the preservation of its positivity, the authors 


Be 


414 


succeed to obtain a representation of the elements of the r. c. envelope of $ by the 
elements of $ itself, provided that S is bounded. On the basis of this representation 
it is then shown that the linear aggregäte and the convex envelope of a finite number 
of r. ce. bounded sets are also r.c. A part of these theorems remains valid also for r. c. 
unbounded sets. This follows from the fundamental result that a set is r.c. if and 
only if its intersection with every bounded r. c. set is r. c. — It is further shown that 
asetisr. c. if and only if itisconvex and transfinitely closed in a sense given by Banach 
(see the book cited above). — If E or the set X c E* itself are separable then the cri- 
terion ofr. convexity of K may be considerably simplified. In the first case, K is r. c. 
if and only if it is convex and weakly closed. ‘In the second, K is r.c. if and only if 
it is convex and logally weakly compact. — It turns out that the study of r. c. sets 
is closely related to that of factor spaces. For instance, it is shown that a linear sub- 
space of E* is r. c. if and only if it is the conjugate space to a factor space E/@. A 
series of interesting results of this type is derived. — The r.c. envelopes of weakly 
compact sets are particularly studied. The results obtained permit also to formulate 
the fixed point theorems of Schauder [Der Fixpunktsatz in Funktionalräumen, Studia 
Math. 2, 171—180 (1930)] in a somewhat more general form. Bela de Sz. Nagy. 

Day, Mahlon M.: Reflexive Banach spaces not isomorphie to uniformly convex 
spaces. Bull. Amer. Math. Soc. 47, 313—317 (1941). 

Es wird gezeigt, daß es Banachräume gibt, die separabel, reflexiv und im strengen 
Sinn konvex (d.h. aus |C| = || =1, b£b’, "’=tb+ (1-1), 0<t<I, 
folgt ||| < 1) sind, aber zu keinem im Clarksonschen Sinn gleichmäßig konvexen 
Raum isomorph sind. Beispiele ergeben sich bei Betrachtung von Räumen folgender 

R Art: B; sei eine Folge von Banachräumen, dann sei B= PP{B,} die Menge aller 
Folgen b={b}}, b,€ B,, mit |b|| = (2 1s1P)"? <oo; 1=<p=<oo. Anwendung auf 
die Ergodentheorie. = @. Köthe (Gießen). 

Phillips, R. S.: A charaeterization of euclidean spaces. Bull. Amer. Math. Soc. 
46, 930—933 (1940). 

Neuer Beweis für den Satz, daß ein Banachraum, in dem Projektionen der Norm 1 
auf jeden zweidimensionalen linearen Teilraum existieren, ein euklidischer Raum ist 
[vgl. S. Kakutani, Jap. J. Math. 16, 93—97 (1939); dies. Zbl. 22, 150]. Der Beweis 
ist elementar und beruht auf folgendem Satz: $ sei ein konvexer Körper im drei- 

. dimensionalen Raum, der den Punkt O als inneren Punkt enthält, C, die Schnittkurve 
von S mit der Ebene y durch O. Existiert für jedes y ein Zylinder durch C,, der S 
enthält, so ist S ein Ellipsoid. @. Köthe (Gießen). 

Vernikoff, I., S. Krein et A. Tovbin: Sur les anneaux semi-ordonnes. ©. R. Acad. 
Sci. URSS, N.s. 30, 785—787 (1941). 

Soit R un espace linsaire semj-ordonne, qui est en möme temps un anneau et 
supposons que si 2 >0, y>0, alors aussi zy>0. Un ideal bilateral J de R est 
dit fondamental si les relations: 0O<y< x, z€ J entrainent que yEJ. R/J peut 
&tre alors semi-ordonne en posant X >Y (X, YER/J) s’il existe un EX et un 
yEY tels que 2> y. Supposons encore que R contient l’unite e et que chaque &le- 
ment x de R est borne par rapport & e, c’est-A-dire qu’on peut trouver un nombre i 
tel que -t-e<{2x<t-e. — On d&montre que si M est un idsal fondamental maxi- 
mum de R, alors on peut etablir une correspondance biunivoque entre l’anneau semi- 
ordonne R/M et le corps des nombres r&els, conservant les operations de l’addition 

en et de la multiplication ainsi que les relations d’ordre (similitude isomorphe; ce th£o- 
Br reme est en relation avec un theoreme de I. Gelfand, ce Zbl. 24, 320). Soit z(M) 
le nombre r&el correspondant & la classe X de-R/M qui contient l’&l&ment x. Si l’on 
introduit sur l’ensemble M des ideaux fondamentaux maxima de R la topologie faible 
engendree par ces fonctions z(M), alors M deviendra un bicompact et les fonctions 
x(M) seront naturellement continues sur M. Supposons encore que si 0, est la borne 
inferieure des nombres { satisfaisant aux inögalites: —t-e< x <t-e, alorson a aussi: 


4 


% 
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20, e. Danscette condition, la correspondance x +> z(M ) est une similitude iso- 
morphe entre l’anneau R et un sous-anneau partout dense de l’anneau de toutes les 
fonctions continues, definies sur M [gensralisation d’un th&or&me de Stone, Proc. 
Nat. Acad. Sci. U. S. A. 26, 280 (1940); Stone a suppose a priori que R est commu- 
tatif et ue 2 >0 sc +0]. Bela de 8z. Nagy (Szeged). 

Maeda, Fumitomo: Relative dimensionality in operator rings. J. Sci. Hirosima 
Univ. A 11, 1—6 (1941). 

M sei ein Ring von Operatoren im Hilbertschen Raum mit Einheitselement. 
Lassen sich zwei abgeschlossene lineare Mannigfaltigkeiten m und n durch einen partiell 
isometrischen Operator U aus M aufeinander abbilden, so heißen die zum und n 
gehörigen Projektionsoperatoren Z und F von gleicher Dimension, E-F. Es wird 
bewiesen, daß die von F. J. Murray und J. v. Neumann [Ann. of Math., II. s. 37, 
116—229 (1936) ; dies. Zbl. 14, 161] für Ringe M, die Faktoren sind, bewiesene Vergleich- 
barkeit der Dimension auch nu. für Faktoren gilt. Der Verband der Projektionsope- 
ratoren in einem Ring M, der nicht Faktor ist, zeigt analoges Verhalten wie die re- 
duziblen kontinuierlichen Geometrien von J. v. Neumann. @G. Köthe. 

Bourgin, D. G.: Correetion to „Closure of produets of funetions“. Bull. Amer. 
Math. Soc. 46, 970 (1940). 

Berichtigung der in dies. Zbl. 24, 211 besprochenen Arbeit. Geppert (Berlin). 

Krein, Mark: On almost periodie funetions on a topological group. C. R. Acad. Sci. 
URSS, N. s. 30, 5—8 (1941). 

Let @ be a topological group. Denote by Pg the set of all continuous almost 


n 
periodie functions f(s) on @ which are positively definite (i e. (5) > 0 for 
k,h=1 

arbitrary s; € @, complex numbers z.andn =1,2,...). Let Rg be the linear complex 
envelope of the set Pg. It is shown that if fE Re, then also F(f) € R,, where F(z) 
is an arbitrary analytical function which is holomorphic on the closure of the set of 
values z=f(s), s€E@. In the case of a compact group @, a necessary and suffieient 
eondition for a function g(s) to belong to R«, is that it belong “locally” to Rg (i. e., 
that, for every point s,€@ there should exist a neighborhood U, and a function 
fo(s) € Ra such that g(s) = fu(s) for sE U,). — These theorems generalise certain 
theorems of N. Wiener on functions with absolutely convergent Fourier series. In- 
deed, if @ is the (compact) group of real numbers modulo 1, then Rg is the class of 
the functions with absolutely convergent Fourier series. Bela de Sz. Nagy (Szeged). 

Krein, Mark: On positive funetionals on almost periodie funetions. C. R. Acad. 
Sci. URSS, N. s. 30, 9—12 (1941). 

Let @ be a topological group and let X, be the linear envelope of the elements 
of all irreducible continuous representations of the group @. Let X be a certain sub- 
ring of X,, containing with any element @ also 9. Consider a linear functional #() 
on X, bounded by the uniform norm on X;; it is called positive if F(p) > 0 for 9(s)> 0 
(s€G). The following theorem is established: In order that F(@) be positive, it is 
(necessary and) sufficient that F(|p|?)=0 for all gE X. — In the particular case, 
when @ is a discrete commutative group, this theorem was already found by D. A. Rai- 
kov (this Zbl. 23, 118). In the case, when @ is the additive group of all real numbers 
and X the set of its continuous characters, the theorem was found by A. Artemenko 
. (this Zbl. 28, 119). — The linear bounded functional g(p) on Xg is called elementary 
if q() = 4(9), g(pY) = g(P) q(y). The set 95 of all elementary functionals forms a 
group if we define the product q = 919; in the following way. Let U(s) = |u5x(s)| 
be a continuous irreducible representation of @; then we put g(u;:) Iglu DLAKZYIE 


Having thus defined the product g for the elements of the irreducible continuous Te- 
presentations, we then extend its definition linearly to the whole Xg. Let us introduce 
in Qg the natural weak topology. Then the following theorems hold: Qg is a bicom- 
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pact group. The correspondence s> 4, (sE@, „€ Qu), defined by 4,(9) = p(s), re- 
presents a continuous homomorphic mapping of the group @ into a certain dense 
subgroup of the group Qg. If, for any two points of G, there exists a continuous almost 
periodie function taking different values on them, then the above mapping is even 
isomorphic. Bela de Sz. Nagy (Szeged). 


Krein, M.: Sur une gensralisation du thöor&me de Plancherel au cas des integrales 
de Fourier sur les groupes topologiques commutatifs. ©. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 30, 
484—488 (1941). 

@ sei eine lokalkompakte abelsche Gruppe, in der das zweite Abzählbarkeitsaxiom 
erfüllt ist, X die Gruppe der stetigen Charaktere von @. Unter Benützung der Ergeb- 
nisse von Raikov [C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 28, 296—300 (1940); dies. Zbl. 24, 
121] und Powzner [C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 28, 294—295 (1940); dies. Zbl. 24, 
120] wird bewiesen: Auf @ und X existieren Haarsche Maße, so daß die Klassen L,(G@) 
bzw. L,(X) der auf @ und X quadratisch integrierbaren Funktionen /(g) bzw. @(x) 
erklärt werden können. Es werden zuerst für eine Teilklasse der Funktionen aus 
L,(6) bzw. L,(X) die reziproken Formeln 9(x) = P,(f) =/[f(g) exp(ixg)dg, /(g) 

@ 


= H p(x) exp(—ixg)dx bewiesen. Dann wird durch Erweiterung dieser Transforma- 
x 


tionen ganz L,(@) isometrisch umkehrbar auf L,(X) abgebildet. Dieses Ergebnis wird 
unabhängig von der Pontrjaginschen Theorie abgeleitet. @. Köthe (Gießen). 


Frola, Eugenio: Sulle trasformazioni involutorie. Atti Accad. Sci. Torino 76, 
21—28 (1941). 

Verf. beweist einige einfache Sätze über involutorische Transformationen 7(zx) in 
linearen metrischen Räumen 8. (T7(x) heißt involutorisch, wenn T(T(x)) = « ist.) Als 
Hauptergebnis sei folgender Satz angeführt: Notwendig und hinreichend dafür, daß 
die lineare Transformation.T(x) in $ involutorisch ist, ist die Existenz zweier bis auf 
das gemeinsame Nullelement zueinander fremder linearer Unterräume S, und 8, 
in S, aus denen ganz S linear kombiniert werden kann und für deren Elemente x, 
bzw. z_, T(%,) = 2, bzw. T(a_,) = —2_; gilt. Schoblik (Brünn). 

Rainville, Earl D.: Linear differential invariance under an operator related to the 
Laplace transformation. Amer. J. Math. 62, 391—405 (1940). 

Bekannte Abbildungseigenschaften der Laplace-Transformation legen es nahe, einen 
formalen linearen Operator o zu betrachten, für den (1) o«*D"* = (— 1)* D* x" 12 = ze) 
gilt. (Vgl. auch 8. Pincherle und U. Amaldi, Le operazioni distributive e le loro 
applicazioni all’analisi, $. 361. Bologna 1901.) Der Operator o kann auf lineare Diffe- 
rentialoperatoren Y angewendet werden, die sich als Polynome in D und x schreiben 
lassen (große Buchstaben bezeichnen im folgenden stets solche). Verf. leitet die grund- 
legenden Gesetze ab: (2) o(YZ)=(oY)(oZ) und (3) ®Y= Y. Er gelangt dann 
durch die Fragestellung nach den Invarianten des Operators o zu einer Reihe von 
Ergebnissen. Gilt oY=tY, #=1 [dies folgt notwendig aus (3)], so heißt Y 
t-varlant, fürt=1bzw.t= —1 insbes. invariant bzw. pseudo-invariant. So 
sind (4) A‚,=2?+D?, A,=x?D?-+2xD invariant. Verf. zeigt, daß jedes in- 
variante Y als Polynom in D und x darstellbar ist. Es gelingt eine vollständige 
Charakterisierung der t-varianten Differentialoperatoren. Der Operator (5) J = x*D" 
+ 1?o(z*D") ist dann und nur dann t-variant, wenn k=n-+}(1l — t?) mod2 ist; 
jeder t-variante Operator Y kann durch t-variante J der Form (5) linear dargestellt 
werden. — Jeder Differentialoperatorr Y kann auf eine und nur eine Weise 
(6). Y =I+P+0-+ W geschrieben werden, wo I invariant, P pseudo-invariant, 
Q winvariant, W —i-invariant ist. — Es werden noch Operationsgleichungen in o 
betrachtet, u. a. solche mit konstanten Koeffizienten. Im Hinblick auf (3) genügt es, 
die Gleichung (7) 3? Y+,0?Y+a0oY+,Y=Z,Z=I+P+Q+W [zer- 
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legt nach (6)] zu studieren. Wenn 
A=%+% +a+9, A=9%-9%,+a-a, 
A; = (a, — a) — i(a, — a,), A, = (a; — a,) + i(a, — a,) 
gesetzt wird, hat (7) dann und nur dann eine eindeutig bestimmte Lösung Y, wenn 
A,A2A3A, #0 ausfällt; sie lautet (8) Y = I/A, — P/A, + iQ/A, - iW/A, 
H. Hadwiger (Bern). 

Kershner, Richard: Ergodie eurves and the ergodie funetion. Amer. J. Math. 62, 
325—345 (1940). 

Ist M eine abgeschlossene Punktmenge in der Ebene, so gibt es unter allen Kurven, 
welche in die e-Umgebung jedes Punktes von M gelangen, eine oder mehrere von 
kürzester Länge A = A(e) (die zu M und e gehörige „ergodische“‘ Kurve). Die lokalen 
Eigenschaften dieser Kurven werden untersucht. Zum Schluß wird bewiesen, daß 
2eA(e) für e>0 gegen das Flächenmaß von M konvergiert. E. Hopf (Leipzig). 

Hedlund, Gustav A.: A new proof for a metrically transitive system. Amer. J. 
Math. 62, 233—242 (1940). 

Verf. gibt einen Beweis für die Ergodizität der geodätischen Strömung auf ge- 
schlossenen Flächen konstanter negativer Krümmung, der einfacher ist als die beiden 
ersten Beweise, die vom Verf. (dies. Zbl. 20, 403; 21, 237) und vom Ref. (dies. Zbl. 21, 
237) gegeben wurden. E. Hopf (Leipzig). 


Variationsrechnung: 


Busemann, Herbert, and Walther Mayer: On the foundations of ealeulus of variations. 
Trans. Amer. Math. Soc. 49, 173—198 (1941). 

Betrachtet wird das auf das Integral ; F(x, x) dt bezügliche Variationsproblem in 
Parameterform mit festen Endpunkten. Unter der Annahme F (x, x) > 0 für Y&?>0 
verwenden Verff. die Theorie der metrischen Räume, indem sie als Entfernung d(P, Q) 
die untere Grenze des Integrals H F(x,-x) dt benutzen, wenn D eine einer bestimmten 

D 


Kurvenklasse D’ angehörige, die festen Punkte ?,Q verbindende orientierte Kurve 
bedeutet. Bezüglich der Ergebnisse muß auf die Arbeit selbst verwiesen werden. 
S. Cinquinı (Pavia). 

Courant, Richard: Soap film experiments with minimal surfaces. Amer. Math. 
Monthly 47, 167—174 (1940). 

An Hand von Versuchen und Zeichnungen gibt der Vortrag ein lebendiges und 
anschauliches Bild über die Möglichkeiten, die sich bei der Lösung des Plateauschen 
Problems einstellen können: Existenz mehrerer (sogar stabiler) Lösungsformen mit 
unstetigem Übergang, Existenz mehrerer einfach-zusammenhängender Lösungen und 
Nachweis, daß die Lösung dann nicht stetig vom vorgegebenen Rand abhängt; ein 
Beispiel, in dem zwei einfach-zusammenhängende Lösungen und eine vom Geschlecht 
Eins mit unstetigem Übergang vorhanden sind; Beispiele für einfach-zusammen- 
hängenden Rand mit einseitiger Lösungsfläche und verkettete Randkurven mit mehr- 
fach-zusammenhängender Lösung; schließlich Minimalflächen, bei denen ein Randteil 
auf einer Fläche frei beweglich ist. Die Beispiele belegen den (bereits bewiesenen) Satz, 
daß eine Lösung vorgegebenen topologischen Charakters immer dann existiert, wenn 
sie eine kleinere Gesamtfläche bietet als Lösungen von einfacherem topologischen 
Bau. Harald Geppert (Berlin). 

Morse, Marston, and (C. Tompkins: Minimal surfaces not of minimum type by a 
new mode of approximation. Ann. of Math., II. s. 42, 62—72 (1941). 

Die Morsesche Theorie der kritischen Punkte, auf Variationsprobleme angewendet, 
liefert Sätze über die Existenz von Extremalen. Sie machen das zu variierende Integral 
stationär, sind aber nicht notwendig vom Minimumtyp, d.h. sie machen das Integral 


nicht notwendig zu einem relativen Minimum. Im Falle des Plateauschen Problems 3 


Zentralblatt für Mathematik. 24. 27 


Be: 
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gelingt so unter gewissen Vorraussetzungen über die vorgegebene Randkurve g° der 
Existenzbeweis für Minimalflächen, die nicht vom Minimumtyp sind. Sätze dieser Art 
sind von den Verff. [Ann. of Math., IT. s. 40, 443—472 (1939); dies. Zbl. 21, 34] und 
von Shiffman [Ann. of Math., II. s. 40, 834—854 (1939); dies. Zbl. 23, 398] bewiesen 
worden. In der vorliegenden Arbeit werden die Voraussetzungen über die Randkurve g" 
abgeschwächt: g® sei eine einfache geschlossene rektifizierbare Kurve in einem eukli- 
dischen Raume mit der Eigenschaft, daß der Quotient aus der Länge einer beliebigen 
Sehne und der Länge des kleineren der beiden entsprechenden Bögen von g° eine 
positive untere Schranke hat. Wenn dann g° zwei Minimalflächen vom topologischen 
Zusammenhange der Kreisscheibe berandet, die zu getrennten „minimierenden Men- 
gen“ von solchen Flächen gehören, so berandet g° mindestens eine Minimalfläche vom 
Zusammenhange der Kreisscheibe, die nicht vom Minimumtypus ist. H. Seifert. 


Funktionentheorie: 


Fabry, Eugöne: Sur les s6ries les plus gönerales. ©. R. Acad. Sci., Paris 211, 
245—247 (1940). 

Für den von Borel [Sur les series de Taylor, C. R. Acad. Sci., Paris 123, 1051 
bis 1052 (1896)] stammenden Satz: „Eine Potenzreihe Dart deren Koeffizienten 
willkürliche Größen sind, kann nicht über ihren Konvergenzkreis analytisch fort- 
gesetzt werden‘, wird ein Beweis gegeben, welcher durchsichtiger als ein früherer 
Beweis des Verf. [Sur les series de Taylor, C. R. Acad. Sci., Paris 124, 142—143 (1897)] 
ist. Zur neueren Entwicklung der vorliegenden Problemstellung vgl. insbesondere 
H. Boerner, Über die Häufigkeit der nichtanalytisch fortsetzbaren Potenzreihen 
(8.-B. Bayer. Akad. Wiss. 1938, 165—174; dies. Zbl. 20, 234), Lammel (Prag). 

Shohat, J.: A eorreetion. Duke math. J. 8, 214 (1941). 

Bezieht sich auf die in dies. Zbl. 23, 402 besprochene Arbeit. Referat bleibt un- 
beeinflußt. H.Geppert (Berlin). 


Curtiss, J. H.: On the Jacobi series. Trans. Amer. Math. Soc. 49, 467—501 (1941). 


© [2 
Eine Reihe «a, +2 a„I](z — &,), worin sowohl die Koeffizienten a; als auch die 

u=1 v=1 
Stellen &, von z unabhängig sind, nennt man eine Jacobische Reihe (JR), wenn 
Kr Omi fürm=1,2,..,Aundn=1,2,...ist. DiePunkte 9:7 = 1,2... 54 
müssen nicht notwendig voneinander verschieden sein. Ist F(z) eine Funktion kom- 
plexen Argumentes, welche sich in einer Umgebung eines jeden der Punkte «; regulär 
verhält, so gibt es zu F(z) eine eindeutig bestimmte JR, deren Koeffizienten a; durch 
‘ Interpolation von F(z) an den Stellen &; gefunden werden können. Zu F(z) existiert 
eine größte positive (endliche oder unendliche) Zahl u, so daß F(z) auf der Punkt- 

A 


menge D:|o(2)| < u mit (2) =]] (z — &;) regulär ist. Ist u — 0, so ist D die ganze 
i=1 


[) 
endliche Ebene. Bei endlichem u besteht D aus A’ (1 =4’=}) sich gegenseitig aus- 
schließenden Jordanbereichen. Die zu F(z) gehörige JR konvergiert für z auf D absolut; 
ist u endlich, so divergiert sie für |o(2)| > wu. Vgl. J.L. Walsh, Interpolation and 
approximation by rational functions in the complex domain. 8. 54-64, New York 
1935; dies. Zbl. 18, 59. — Verf. studiert in der vorliegenden Abhandlung nach zwei - 
Methoden das Verhalten der JR auf ihren Konvergenzberandungen. Die erste Methode, 


welche von J. L. Walsh stammt, betrachtet die Ausdrücke Y,,(z) ES An +ml®(z)]"; 
n=0 


m=0,1,2,...,4— l und wird insbesondere dazu verwendet, um unter verschiedenen 
Voraussetzungen über F(2) das asymptotische Verhalten der Koeffizienten a; der zu- 
gehörigen JR zu bestimmen. Bei der zweiten Methode wird für die An-te Partialsumme 
der JR eine Integraldarstellung gegeben, die eine ähnliche Gestalt wie die Dirichletsche 
Formel bei Fourierreihen besitzt. Mit Hilfe dieser Integraldarstellung lassen sich für 
die JR Konvergenzkriterien herleiten, welche denen von C. de la Vall&e Poussin 
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für Fourierreihen analog sind. Wegen näherer Einzelheiten muß auf die Arbeit selbst 
verwiesen werden. Lammel (Prag). 
Lammel, Ernst: Über Approximation meromorpher Funktionen durch rationale 
Funktionen. Math. Ann. 118, 134—144 (1941). 
Verf. beweist folgenden Satz: Es seien zwei Folgen {a}, {b,} gegeben, |a,|<e<R, 
[bu —R, „im 2 [du] = —= R. Weiter werde definiert 


(2) = RE DG, =: nl, zZ 0,: 


v=1l 


Ist f(z) eine meromorphe na in |2|<< R und liegen ihre Pole in {b,}, so ver- 
langen wir von s,(2): Kommt a; k-mal (k> 1) in {a,\ vor, so sollen die Ableitungen 
von s„(2) und /(z) an der Stelle a, bis zur (k — 1)-ten Ordnung übereinstimmen. Dann 
wird behauptet: dann und nur dann existiert ‚im Sn? ) und ist gleich /(z) für alle 
lz|< R, die nicht in {b,} Kebpn, wenn 


Im 4 Dee pe =, ... 
-=1 

Dieser Satz wird dann erweitert auf beliebige beschränkte, offene Bereiche, deren 
Berandung eine geschlossene Jordankurve ist. E. Hlawka (Wien). 

Dieudonng, J.: Quelques r&sultats quantitatifs de th&orie analytique des polynomes. 
J. Math. pures appl., IX.s. 19, 121—132 (1940). 

Es handelt sich um Versuche, die qnalitativ bekannten Aussagen (vgl. dies. Zbl. 21, 
417 und 23, 403) über die Lokalisierung der Nullstellen von (Polynomen bzw. hier) 
rationalen Funktionen quantitativ zu fassen. Darüber ist wenig bekannt, und auch 
Verf. kann solche Aufgaben nur in der Absicht tastender Orientierung in Sonderfällen 
und mit Sondermethoden angreifen, deren Tragweite noch nicht übersehbar ist und 


auch von ihm selbst für begrenzt angesehen wird. — Es werden rationale Funktionen 
von der Form 5 
Ay 
Fo)= I pen 


untersucht, wo g<n Pole (z.B. in |2|<1) festliegen, während die übrigen n — q 
und alle n Koeffizienten a, frei veränderlich sind. Dann werden diejenigen Radien 
r»„—finR, geschätzt, so daß in |2|< R, mindestens p Nullstellen von F(2) liegen; 
und auch dies nur in Sonderfällen, ieg=n,p=m(n—- 1); p=1;m=1,9=2 
mit weiteren Forderungen. Ullrich (Gießen). 

Verjbinsky, M.: An extension of Laguerre’s theorem on the roots of a transcendent 
function. C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 30, 781—784 (1941). 


Kennt man die Struktur der Nullstellenverteilung von ganzen Funktionen 
ie)= Zar u und P(z), so kann man, wie Laguerre zuerst bemerkt hat, auf die 


lang von B(:) = > a,P(v) 2” 


v=0 
schließen. Verf. diskutiert eine Reihe von Fällen, die über das bekannte hinausgehen; 
er findet Aussagen von folgendem Bau; /(z) wird von niedrigem Geschlecht, P(x) von 
nicht höherem Geschlecht oder als Polynom angenommen. Liegen dann die Nullstellen 
von f(z) in konvexen Gebieten, so schließen diese (unter Zusatzannahmen) auch die 
Nullstellen von ®(2) ein. Ullrich (Gießen). 
Shah, $. M.: A note on maximum modulus and the zeros of an Ihlerra) funetion. 
Bull. Amer. Math. Soc. 46, 909—912 (1940). 
Verf. beweist durch Konstruktion gewisser Beispiele den folgenden. er Es sei 
e>0, und die positiv reelle Funktion p(x) genüge der Bedingung 


lim logy(«) 
«=© logx 


27* 
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Dann existieren ganze Funktionen F(z) und f(z) von der Ordnung og, die folgende 
Bedingungen erfüllen: - en 
a A pr ES) 
de ylr)ntr,F) * ‚im nf 05 
T(r, f) bedeutet die charakteristische Funktion von f(z) und n(r, /) die Nullstellen- 
anzahl im Kreise |2|<r. Sazer (Zürich). 

Levinson, Norman: A theorem of Boas. Duke math. J. 8, 181—182 (1941). 

Ganz einfacher Beweis des folgenden Satzes von Boas: Eine ganze, transzendente 
Funktion /(z), die der Ungleichung genügt 

im !elt@)l <10g2, 
io el 
hat unendlich viele Ableitungen, die im Einheitskreis keine Nullstelle besitzen. Sazer. 

Boas jr., R. P.: Some uniqueness theorems for entire funetions. Amer. J. Math. 62, 
319—324 (1940). 

D’apres un theoreme du R£f. [Bull. Sci. math. (2) 49 (1925)], une fonction entiere 
f(z), telle que |/(z) |e” ”!! tende uniform&ement vers 0 lorsque |z2|—> ©0, est identique- 
ment nulle si elle s’annule une fois au moins dans tout intervalle (n, n + 1), n entier 
reel quelconque. L’aut. considere le cas oü les zeros consider&s viennent se con- 
fondre deux & deux, f(z) etant du type exponentiel et satisfaisant & des conditions 
plus precises sur les axes r&el et imaginaire; puis il generalise. L’&nonce I est contenu 
(pour g=1) dans: II. Si /(z) est du type exponentiel, si z et y reels tendant vers 
Vinfini, on a 


9 Kiy=0eWM), k<a; fe) = Old) 
aveo 1< 5 ootg yI-T, et si F(2n) = BeWan)=0,n=0, +1, +2... 1@) 


est identiquement nulle. Plus generalement, si ®(z) = PX 2P,z=x-+ iy,est holo- 
iM) 


morphe pour |x2|<L, |y|<n et si f(z) est du type exponentiel, la transformee 
D(D)f(z) = Da, fP (z) est sommable par la methode de Mittag-Leffler. Alors: III. 
° 


Si /(z2) du type exponentiel verifie (*) avec 1<_L et si f(2r) = ®Ö(D)f(2n) = 0, 
n=0,+]1,..., pour que /(z) soit identiquement nulle, il faut et il suffit que 
D(z + 3in) — D(z — Jin) ne s’annule pas pour |2|<Z, |y|<4%r. La demon- 
stration repose sur la representation des fonctions entieres considerees par des integrales 
de Laplace-Borel [voir Pölya, Math. Z. 29, 549—640 (1929)]. @. Valiron. 

Dassen, (. C.: Das zweite Theorem von Pieard. An. Soc. Ci. Argentina 131, 4—15 
(1941) [Spanisch]. 

Dassen, €. C.: Bemerkung zu einem Beweis des zweiten Picardschen Satzes. Bol. 
mat. 13, 256—259 (1940) [Spanisch]. 

Verf. veröffentlicht einen Brief von C. Biggeri an ihn, worin dieser einen Beweis 
für die klassische Tatsache gibt, daß in der Umgebung eines Pols alle großen Werte 
‘ angenommen werden; das ist für den Beweis des großen (nicht: zweiten!) Picardschen 
Satzes dienlich. Ullrich (Gießen). 

Biggeri, Carlos: Über den zweiten Picardschen Satz. Bol. mat. 13, 291—294 (1940) 
[Spanisch]. 

Didaktische Bemerkungen zum Beweis des sog. großen (nicht: zweiten!) Picard- 
schen Satzes aus der von Bloch gegebenen Schätzung von Landauschem. Typus. 
Blochs Hilfsfunktion wird durch mehrere einfachere Funktionen ersetzt, die aber zu- 
sammengenommen dasselbe leisten. Ullrich (Gießen). 


Landau, Edmund: Ausgewählte Kapitel der Funktionentheorie. Trav. Inst. Math. 


Tbilissi 8, 23—68 (1940). 
Darstellung des Blochschen Ideenkreises, d.i. Nachweis schlichtblättriger Über- 


lagerungen, und verwandter Gegenstände (z. B. einiger Ergebnisse von Dieudonne). | 


N 


Bu 
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Es handelt sich um Aufzeichnungen für eine Stanford-Vorlesung von 1931, die nach 
dem damaligen Stande unverändert abgedruckt sind. Abschrift und Abdruck besorgte 
A. Walfisz. Ullrich (Gießen). 

Yang, Ou Tehen: Sur la determination des expressions limitatives exactes dans 
certains th&or&mes de la thöorie des fonetions analytiques. C. R. Acad. Scı., Paris 211, 
59—61 (1941). 

Einfache Aussagen über Abschätzungen Greenscher Funktionen und hyperboli- 
scher Masse bei Überlagerungsflächen — mit Anwendungen im Picardschen Ideenkreis 
in bekannter Richtung. Ullrich (Gießen). 

Dufresnoy, Jaques: Sur une proprist& de la fonetion de eroissance T(r) d’un 
systöme de fonetions holomorphes. ©. R. Acad. Sci., Paris 211, 536—538 (1940). 

Die geometrische Deutung der Charakteristik 7(r), oder genauer . von 
£(r) = dT(r)/dlogr, wird auf den Fall von Linearkombinationen aus k +1 ganzen 
Funktionen übertragen. Ullrich (Gießen). 

Dufresnoy, Jacques: Sur la theorie.d’Ahlfors des surfaces de Riemann. ©. R. Acad. 
Scıi., Paris 212, 595—598 (1941). 

Verf. skizziert finitistische Übertragungen zu den geläufigsten Punkten der Ahl- 


forsschen Theorie der Überlagerungsflächen — d.h. unter den typischen Voraus- 
setzungen zur Wertverteilung über Scheiben können Schätzungen vom Schottky- 
Landau-Blochschen Typus gegeben werden. Ullrich (Gießen). 


Dufresnoy, Jacques: Sur certaines proprietes nouvelles des fonetions alg&broides. 
C. R. Acad. Sci., Paris 212, 746—749 (1941). 

Ansätze zu einer Übertragung von Ahlfors Theorie der Überlagerungsflächen und 
der Scheibensätze auf Algebroiden. Ullrich (Gießen). 

Sehwartz, Laurent: Exemple d’une fonetion möromorphe ayant des valeurs defieientes 
non asymptotiques. C. R. Acad. Sci., Paris 212, 332—384 (1941). 

Für das kanonische Produkt 


fd) = III: ee 


zeigt Verf., daß die Sorten O und oo positive Defekte haben, ohne Zielwerte zu ent- 
halten. Vgl. hierzu Ullrich (und Möller), dies. Zbl. 21, 238 und Hällström, dies. 
Zbl. 24, 331, 332. Ullrich (Gießen). 
Nevanlinna, Rolf: Quadratisch integrierbare Differentiale auf einer Riemannschen 
Mannigfaltigkeit. Ann. Acad. Sci. Fennicae A I Mathematica-Physica 1, 1—34 (1941). 
Eine ungewöhnlich wertvolle und interessante Arbeit. F sei eine „nullberandete‘“ 
Riemannsche Fläche [d.h. # hat keine Greensche Funktion, das harmonische Maß 
des idealen Randes ist 0, vgl. Verf., Ann. Acad. Sci. Fennicae A 54, Nr 3, 1—18 (1940); 
dies. Zbl. 24, 221]. Ein „Differential“ dw wird gegeben, indem jeder Ortsuniformi- 
sierenden t eine analytische Funktion f(t) so zugeordnet wird, daß bei Vergleich von 
zwei zu demselben Flächenpunkt gehörenden Ortsuniformisierenden t,, t, stets /(t,)dtj 
— f(t,)dt, ist; man setzt f(t)dt = dw. Es wird gefordert, daß dw auf F eindeutig und 


regulär ist und daß f [ 
F 


tiale‘‘ wird eine der Riemannschen vollkommen analoge Theorie aufgebaut. — Ver- 


Ge at <.oo. Für diese „quadratisch integrierbaren Differen- 


e G dw, (dw; \ 771 
hältnismäßig einfach sieht man: Mit dem inneren Produkt (dw, , d w,) = f St Katz 


dt 


bilden die dw einen endlich- oder unendlichdimensionalen vollständigen Hilbert- 
schen Raum, gestatten also Darstellung durch Koordinaten in einem Orthogonal- 
system. Die Schwierigkeit liegt in der Untersuchung der Perioden von ir du—=NR f dw. 
Den Kern der Arbeit bilden grundlegende Sätze hierüber (die Bezeiehnung „Hilfssatz“ 
ist viel zu bescheiden), die in dem Hauptsatz gipfeln: Wenn die Perioden für alle nicht- 
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zerlegenden Rückkehrschnitte gleich 0 sind, dann ist dw= 0. (Für zerlegende R. ist 
von selbst n du = 0.) — Dann wird zu jedem nichtzerlegenden Rückkehrschnitt & 
unter Berufung auf das Neumannsche alternierende Verfahren eine (eindeutig be- 
stimmte) beschränkte Potentialfunktion u hergestellt, die auf dem längs & zerschnittenen 
F eindeutig ist und auf & einen Sprung der Größe 1 erfährt. dw= (z —_ iz) (dz + idy) 
ist dann ein quadratisch integrierbares Differential dw,. Zu einem Fundamental- 
system &], &g,... gehören so Fundamentaldifferentiale dw,,, ..., die nach dem E. 
Schmidtschen Verfahren orthogonalisiert werden. Das so erhaltene Orthogonalsystem 
ist vollständig, d.h. jedes dw läßt sich nach ihm entwickeln, das folgt aus (dw, dw.) 
ei Y dw. Das Geschlecht p von F, die Höchstzahl punktfremder Rückkehrschnitte, 


die zusammen F nicht zerlegen, ist gleich der Dimension des Hilbertschen Raumes. — 
Wenn p endlich ist, läßt sich F auf eine geschlossene Riemannsche Fläche, aus der 
eine harmonische Nullmenge entfernt ist, konform abbilden. Das war bisher nur für 
p=0 bekannt. Der Beweis wird hier nicht ausgeführt. Die genauere Untersuchung 
der Verhältnisse im Falle p = oo verspricht interessant und lohnend zu sein. — Drei 
Erläuterungen für den Leser: Auf 8.5 unten ist die „Transitivität‘‘ so gemeint: Die 
Äquivalenzrelation, die entsprechende Punkte von 4, und A, „äquivalent‘‘ sein 
läßt, soll transitiv sein. Auf 8. 12 muß in Hilfssatz 2 natürlich dem y, verboten werden, 
in eine kleine Umgebung F, von P, einzudringen; für einen ganz kleinen Kreis um P, 
wäre ja ®|dw| von selbst beliebig klein. Auf 8.29 ist in Zeile 4 und 7 unter dem 
Doppelintegral v durch u zu ersetzen. O. Teichmüller (Berlin). 


Wolff, Julius: Thöor&me sur les domaines invariants dans la reprösentation eon- 
forme. C©. R. Acad. Sci., Paris 210, 658—659 (1940). 

Sei 2,(2) (2= 2x2 +iy) eine Funktion, welche die Halbebene D (2 >0) auf ein 
Gebiet D, abbildet, das in D enthalten ist und dessen Rand ein Jordanbogen ist, 


längs welchem argz, > —+ 3 für 2, > © strebt. Sei D,„ das durch n-malige Iteration 


dieser Transformation erhaltene Gebiet. N seidie für alle D,(n=1,2,... .) gemeinsame 
Punktmenge. Liegt die Ableitung von z,(z) in z—= oo zwischen O und 1, so läßt sich 


für jedes & (0 <e<Z)ein R derart finden, daß N das Gebiet |z| > R, jargz| < 3 — e 


enthält. Dieser Satz verallgemeinert ein vom Verf. früher bewiesenes Resultat (dies. 
Zbl. 16, 169). V. Paatero (Helsinki). 

Vladimirsky, Serge: Sur la repr@sentation eonforme des domaines limitös intörieure- 
ment par des segments rectilignes et ares eireulaires. C. R. Acad. Sci., Paris 212, 379— 382 
(1941). 

Die konforme Abbildung einer von zwei Kreisbogenschlitzen berandeten Ebene 
in Normalgebiete ist von mehreren Verff. ins einzelne untersucht worden, wobei die 
Abbildungsfunktion mittels Sigmafunktionen — also Integralen dritter Gattung — 
dargestellt bzw. durch entsprechende Differentialgleichungen gefaßt wurde [Thiry, 
C. R. Acad. Sci., Paris 170, 1366—1368 (1920); Villat, Ann. Sci. &cole norm. sup., 
III. s. 38, 183—227 (1921); Hodgkinson and Poole, Proc. London Math. Soc., II. s. 
23, 396—422 (1934)]. — In der vorliegenden Note skizziert der Verf. eine Verall- 
gemeinerung dieser Methoden bei Gebieten, welche als Ebenen mit n Kreisbogen- 
schlitzen entstehen. Die konforme Abbildung wird wieder durch Abelsche Integrale 
3. Art aufgebaut, deren Windungspunkte über den Schlitzenden liegen. Ullrich. 

Komatu, Yüsaku: Über einen Satz von Herrn Löwner. Proc. Imp. Acad. Jap. 16, 
512—514 (1940). 

Kurze Ableitung des Löwnerschen Satzes: Zu jeder beschränkten Schlitzabbildung 
b(e)=e%(2+ --.), W>0, gehört eine eindeutig bestimmte stetige Funktion «(t), 
0=t=t,, vom Betrag 1 mit der Eigenschaft, daß die Lösung der Differentialgleichung 


 Sei., Paris 211, 533535 (1940). _ 
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Ofkz, t) 1+xlt)f&,d) . 
ern me 2, 2) Er mit der Anfangsbedingung f(2, 0) = 2 für i=t, die 
Abbildung 5(z) liefert. Wittich (Göttingen). 


Komatu, Yüsaku: Zur konformen Schlitzabbildung. Proc. Imp. Acad. Jap. 17, 
11—17 (1941). 

Die in dem Satz von Löwner (siehe vorsteh. Referat) vorkommende Funktion 
x*(t) ist stetig. Unter der Annahme, daß der das beschränkte Schlitzgebiet bestimmende 
Schlitz durch einen analytischen Bogen gegeben ist, werden Differenzierbarkeitsaus- 
sagen über x(f) gemacht. Wittich (Göttingen). 

Kasner, Edward, and John de Cieco: The conformal near-Moebius transformations. 
Bull. Amer. Math. Soc. 46, 784-793 (1940). 

Verff. bestimmen alle konformen Abbildungen, die genau 200! Kreise der Ebene 
wieder in Kreise überführen (Conformal near-Moebius transformations). Jede solche 
Transformation ist von der Form M,TM,; M,, M, sind Moebiustransformationen, 
und 7 ist gleich e®,logz oder 2". Die 200! Kreise bilden zwei orthogonale Kreis- 
büschel. Die Ergebnisse werden durch Diskussion passend angesetzter Differential- 
gleichungen für den Kreis gewonnen. Wiütich (Göttingen). 

Gelbart, Abe: On the growth properties of a funetion of two complex variables 
given by its power series expansion. Trans. Amer. Math. Soc. 49, 199—210 (1941). 

Es ist bekannt, daß die Cauchysche Integralformel auch für allgemeinere Bereiche 
als Bizylinder auf analytische Funktionen mehrerer Variabeln angewendet werden 
kann. Verf. gibt Abschätzungen zwischen dem Maximum des absoluten Betrages einer 
Funktion von zwei Variabeln, die in solchen Bereichen analytisch ist, und den Koeffi- 
zienten ihrer Taylorentwicklung. Als Folge davon beweist er einen Satz über die durch 
solche Funktionen vermittelten Abbildungen. Sazxer (Zürich). 

Lelong, Pierre: Sur Vintögrale de Kronecker appligu&e & un systeme de deux 
fonctions de deux variables eomplexes. C. R. Acad. Sci., Paris 211, 351—8353 (1940). 

Das von Kronecker (Berl. Monatsber. 1869) eingeführte Charakteristikenintegral 
ist als Übertragung der Integralformel für N — P der klassischen Theorie an wesent- 
lichen Stellen benutzt worden [siehe etwa O. Blumenthal, Über Modulfunktionen 
von mehreren Veränderlichen; Math. Ann. 58, 497—527 (1904)]. Im R, gibt dieses 
Integral K(A, f,g) die Anzahl der gemeinsamen Nullstellen der analytischen Funk- 
tionen f und gin A an. Sobald aber nicht nur isolierte Nullstellen auftreten, es viel- 
mehr im Sinne von Henri Cartan [Bull. Sei. math., II. s. 57, 334—344 (1933); dies. 
Zbl. 7, 354] Ausnahmepunkte von / und g in A gibt, war die Verwendung des Kron- 
eckerschen Charakteristikenintegrals bisher problematisch. — Verf. kündigt nun für den 
allgemeinen Fall zweier in A meromorphen Funktionen / und g an: 

K(A, e )=n(A, h, 9—n(4,-. —), 
wo n(4, f, g) die Anzahl der isolierten Schnittpunkte der Nullstellenmannigfaltigkeiten 
von f und g bedeutet. — Es werden sodann mehrere Folgerungen angekündigt. Kon- 
vergiert das Funktionspaar f„, 91 gegen f,g gleichmäßig in A, so steht der Werte- 
vorrat von f„, 9" mit den Ausnahmepunkten von f und g in Beziehung. (Analogon 
zum Satze: Wenn f„ (2) gegen f(z) gleichmäßig konvergiert, so ist f entweder iden- 
tisch a oder f„(z) nimmt für n>n, den Wert a so häufig an wie f.) Behnke. 

Lelong, Pierre: Sur les zeros d’une fonetion entiere de deux variables. C. R. Acad. 


’ 


+ 
Die von A. Bloch und H. Cartan eingeführte Funktion X (r, y) =» log 
—k 


ah 
a, (Y) 
wo ©—=.a;(y) die Nullstellenfläch>n der in den beiden komplexen Veränderlichen & 
und y analytischen Funktion /(x, y) durchläuft, wird näher untersucht. — Ferner 


wird das Wachstum der durch f(x, y) = 0 implizit gegebenen Funktionen einer Ver-. 


änderlichen studiert. Behnke (Münster). 
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Oka, Kiyosi: Sur les domaines pseudoconvexes. Proc. Imp. Acad. Jap. 17,7—10 (1941). 

Eine dreidimensionale differentiierbare Hyperfläche 9: 9 = 0 kann nur natürliche 
Grenze einer analytischen Funktion /(w, z) von der Seite g <0 sein, wenn sie der Diffe- 
rentialungleichung L(p) = 0 genügt. [Siehe E. E. Levi, Studii sui punti singolari essen- 
ziali delle funzioni anal. di due o piüı var. compl., Ann. Mat. pura appl. (3) 17 (1910).] Gilt 
umgekehrt fürg —0O überall L(p)=0 (d.h. ist 9 überall pseudokonvex), so gibt eszu jedem 
Punkte P von 9 eine Umgebung U und eine Funktion /,(w, z), die in U die Hyperfläche 
9 zur natürlichen Grenze hat. Seit 1911 gilt nun als eine der wichtigsten Fragen in 
der Funktionaltheorie m. V., ob ein überall pseudokonvexes $ auch im großen natür- 
liche Grenze sein kann, und als Spezialfall davon die Frage, ob ein Bereich ®, der 
einen überall pseudokonvexen Rand hat, Regularitätsbereich ist. Gelöst ist dies bis- 
her, und zwar in bejahendem Sinne, nur für Hartogssche Körper [F. Hartogs, Zur 
Theorie der anal. Funkt. mehr. unabhäng. Veränd., Math. Ann. 62 (1906)] und für 
Kreiskörper [H. Behnke, Natürliche Grenzen; Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 5 
(1927)]. — Verf. kündet nun an: Im Raume zweier komplexer Veränderlichen 
ist jeder schlichte und endl., ps.-konvexe Bereich ein Regularitätsbereich. 
Er gibt dazu einen komplizierten Hilfssatz an und bespricht dessen Voraussetzungen. 
Der Hilfssatz gestattet dann schrittweise den obigen Bereich U auf die abgeschlossene 
Hülle von ® auszudehnen. — Es gelingt also jetzt alleine mit Hilfe der lokalen Glei- 
chungen der Randflächen festzustellen, ob ein Bereich als Ganzes Regularitäts- 
bereich ist. Behnke (Münster i. W.). 

Wagner, R. W.: An extension of analytie funetions to matriees. Amer. J. Math. 62, 
380—390 (1940). 

Bezeichnet M den Raum aller quadratischen Matrizen von n Zeilen, deren Ele- 
mente komplexe Zahlen sind, so kann dieser Raum dadurch metrisiert werden, daß 
die Entfernung von X nach Y durch den absoluten Wert von X — Y definiert wird. 


Dabei ist — 
IX] = Spur von XX’. 

Verf. betrachtet folgende Teilmengen der Menge M: 1. R(x) die Gesamtheit aller 
Matrizen, die x als charakteristische Wurzel haben. 2. N die Gesamtheit aller Ma- 
trizen, deren charakteristische Gleichung verschiedene und einfache Wurzeln hat. 
3. D die Gesamtheit aller Matrizen, deren reduzierte charakteristische Gleiohung einen 
niedrigeren Grad besitzt als die charakteristische Gleichung. 4. © ist das Komplement 
von DinM — N. Auf Grund der Metrisierung kann Verf. leicht Sätze über analytische 
Funktionen von Matrizen ableiten, die zum Teil schon bekannt waren. Er beweist u. a.: 
I. Jede Matrix aus & oder ® kann durch Matrizen, die zu N gehören, approximiert 
werden. II. Die Matrizen von & sind singuläre Punkte von /(X) dann und nur dann, 
wenn /(x) mehrdeutig ist. Diese Punkte sind Pole oder Verzweigungspunkte von f(X). 
III. Die Punkte von ® sind dann und nur dann singuläre Punkte von /(X), wenn 
/(z) mehrdeutig ist. Die Singularität ist von der Art, daß, wenn sich X auf irgend- 
einem Weg einem Punkt von ® nähert, der Grenzwert noch von der Wahl des Weges 
abhängt. IV. Ist @=a ein singulärer Punkt von f(x), so sind die Punkte von R(a) 
singuläre Punkte von (X). Wegner (Heidelberg). 


Wahrscheinlichkeitsrechnung, Statistik und Anwendungen. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, mathematische Statistik : 

@ Morant, 6. M., and B.L. Welch: A bibliography of the statistical and other 
wirtings of Karl Pearson. Cambridge: Univ. press 1939. VIII, 119 pag. 


Geymonat, L.: II concetto di probabilitä. Saggiatore 1, 320—330 (1940). 
Elementare, aber klare Darstellung der verschiedenen Standpunkte über die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung nach der klassischen Theorie und nach den Theorien von 
de Finetti, von Mises und Reichenbach. Bruno de Finetti (Trieste). 
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Borel, Emile: Une objeetion ä la definition empirique de la probabilite. C. R. 
Acad. Sci., Paris 211, 312—313 (1940). 

Dans cette note l’Auteur apporte un argument & la definition de la probabilite 
fondee sur la consideration theorique de la symetrie par opposition & la definition 
fond&e sur l’exp£rience. Il remarque, en effet, que dans le cas ou n rösultats &galement 
probables sont possibles au cours d’une &preuve, sin est superieur ou 6galä& 4, il 
y a une probabilit€ non nulle pour que au cours d’une suite indöfinie d’&preuves on 
n’observe jamais l’egalite de resultats et qu’il est tres probable que ce r6sultat sym&- 
trique se produira une fois ou deux au plus dans la suite infinie. L’sgalit6 de proba- 
bilites ne saurait donc dans ce cas ötre suggeree par l’experience et doit donc s’appuyer 
sur des remarques sur la syme£trie du probleme. Daniel Dugue (Paris). 


Sehaufiler, Gerhard: Beiträge zur Untersuehung von Merkmalsfolgen kollektiv- 
ähnlichen Verhaltens. Frankfurt a. M.: Diss. 1940. 121 8. 

In der ersten Hälfte der Dissertation werden die wenigen, höchstens bis zu einer 
Verallgemeinerung des Bernoullischen Gesetzes reichenden Sätze angegeben, die über 
Merkmalfolgen ohne jedwede Grenzwertforderung bzw. im Falle der Alternative unter 
der einzigen Voraussetzung festgestellt werden können, daß es für jedes natürliche k 
undr=0,1,..., k immer wieder %-gliedrige Abschnitte gibt, innerhalb deren das eine 
Merkmal genau r-mal vorkommt. — Die zweite Hälfte der Dissertation lenkt so ver- 
ständlicherweise in die von Copeland, Tornier, Kamke vorgezeichnete Bahn der 
Häufigkeitsgrenzwert-Theorie ein und weist zunächst die Identität der hier betrachteten 
Folgen mit den Reichenbachschen nach wirkungsfreien Folgen nach, und zwar bei 
positiven Wahrscheinlichkeiten w; der Merkmale und im Falle ihrer echten Verteilung 
Dw =1. Zum Schluß wird gezeigt, daß diese Folgen, deren Existenz übrigens 
elementar-kombinatorisch erwiesen wird, ihre Grundeigenschaften in allen jenen Teil- 
folgen bewahren, welche aus ihren, auf die oben genannten k-gliedrigen Abschnitte 
folgenden, ersten Elementen gebildet werden können. v. Stacho (Budapest). 


Gordon, Robert D.: The estimation of a quotient when the denominator is normally 
distributed. Ann. math. Statist. 12, 115—118 (1941). 

Es sei x eine normal verteilte stochastische Veränderliche, die positive und negative 
Werte annehmen kann, es sei weiter bekannt, daß E(z) = a positiv ist. Gesucht wird 
eine Funktion y(z) derart, daß E(y(z)) existiert und gleich 1/a wird. Formal vermag 
Verf. diese Aufgabe zu lösen, doch besitzt die resultierende Verteilung bei Integration 
von — oo bis 400 kein endliches zweites Moment. Trotzdem gelingt es Verf., durch 
einseitiges Beschneiden des Integrationsbereiches unter Benutzung der Ungleichung 
von Tschebyscheff zu Abschätzungen zu kommen, wie viele Beobachtungen von y(x) 
bei der umgekehrten Aufgabe notwendig sind, um das dann unbekannte Vorzeichen 
von a zu sichern. | v. Schelling (Berlin). 


Groshev, A.: Sur le domaine d’attraetion de la loi de Poisson. Bull. Acad. Sci. 
URSS, Ser. Math. 5, 165—171 u. franz. Zusammenfassung 172 (1941) [Russisch]. 

Soient 2, 22, ..., %n,.... une suite de variables al&atoires independantes ayant 
une m&me fonction de röpartiton F(x). Si l’on peut choisir des constantes A, et 
B„(n=1,2,...) et une suite d’entiers positifs k, de telle fagon que les lois de distri- 


Hr tr +: 7% : 
- bution des sommes S;, = nn B SR convergent vers une loi ©(x), 


nous dirons que F(x) appartient au domaine d’attraction partielle de la loi De). — 
L’auteur trouve une condition necessaire et suffisante pour qu’une loi 7 (x) appartienne 


au domaine d’attraction partielle de la loi de Poisson: P(x = &m + ß) = ne 


(m=1,2,...), oü P(A) designe la probabilite de V’egalit6 4. U donne ensuite un 
critere n&cessaire et suffisant pour qu’une loi de distribution indefiniment divisible 
appartienne au domaine de la m&me loi de Poisson. B. Hostinsky (Brünn). 
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Ginsbourg, 6.: Sur les conditions suffisantes pour P’unieit& des distributions limites. 
C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 30, 295—297 (1941). 

Ce travail fait suite d’un travail precedent de G. Ginsbourg [Commun. Inst. Sci. 
Math. et M&can. Univ. Kharkoff et Soc. Math. Kharkoff, IV. s. 17, 65—73 (1940); ce 
Zbl. 24, 159]. II s’agit surtout des conditions qui assurent l’unieite de la distribution 
limite P(y) — lim |,lim, P„(y, 2) relative & l’&quation 


Ay Aly)Ai + Ho) YAl. =1,2,...n) 
Si la fonction B(y) = Ef?(&, y) s’annulle en un seul point %,, la distribution limite 
est unique et continue dans le cas ou A(y,)=0; la distribution limite est unique et 
(Piy))y=u = 1, si A(y) =0 et si A(y) decroit au point Yy. — L’equation 


Ay=—(y—a)At+ayydi 
est consider6e comme exemple. — Les resultats indiques s’&tendent au cas d’un nombre 
quelconque de racines de la fonction B(y). B. Hostinsky (Brünn). 

Fortet, Robert: Sur des fonetions alöatoires definies par leurs &quations aux derivees 
partielles. C. R. Acad. Sci., Paris 212, 325—326 (1941). 

Unter gewissen Regularitätsbedingungen für die Koeffizienten a(t, x), b(t, x) der 
zugehörigen Differentialgleichung «+ au,„ + bu, —=0 [Kolmogoroff, Math. Ann. 
104, 415—458 (1931); dies. Zbl. 1, 149; Feller, Math. Ann. 113, 113—160 (1936); dies. 
Zbl. 14, 222], wird für die zufällige Funktion X(t) bewiesen: I) sie ist fast sicher stetig 


mit dem Stetigkeitsmodul von der Form v0 -l]ogö; II) die Wahrscheinlichkeit, 
daß X(t) eine vorgegebene Kurve x(f) schneide, ist aus derselben Differentialgleichung 
ableitbar. Bruno de Finetti (Trieste). 

Beboutoff, M.: Markoff chains with a compaet state space. ©. R. Acad. Sci. URSS, 
N.s. 30, 482—483 (1941). H 

Soit x un ensemble compact dont les points x, y,2... representent les etats d’un 
systeme physique et P(E|x) la probabilit€ pour que le point & soit transport dans 
un ensemble Z en une unit& de temps. L’auteur d&montre l’existence d’une probabilit& 
absolue P(E) (avec la condition que P(x) =1) satisfaisant & l’&quation 

P(E) =/P(E|x)P(da). 
x(@) B. Hostinsky (Brünn). 

Doblin, V.: Sur des mouvements mixtes. C. R. Acad. Sci., Paris 210, 690-692 
(1940). 

Considerons une particule mobile ayant un mouvement al&atoire dans (— oo, oo). 
Soit F(x, 9, s,t) la probabilit® pour que la particule mobile, &tant dans la position x 
& instant s, se trouve & l’instant £ & gauche de y, probabilit€ que nous supposons in- 
dependante du mouvement de la particule ant6rieurement & l’instant s. En faisant 
sur F des hypoth&ses convenables l’auteur montre que F peut &tre exprimee par la 
formule suivante (forme de solution &tudi&e par B. Hostinsky) 


Fa, y,s,)= Ul,y,s,) + U,le, y, 5; t) 
avec et 


t 
U;(&, y, 5, t) ae! [UV.-ı@, y, 1) — Ui_1l, y 7, 1)d,6l2, 7, MaUl, 2,0, 
L3 zıLz 


U, et G@ sont deux fonctions particulieres qui peuvent ötre calcules, si F est donn&e; 
U satisfait & l’&quation de Chapman [voir Feller, Math. Ann. 113, 113—160 (1936) 
ce Zbl. 14, 222]. B. Hostinsky (Brünn). 
Be Kosulajeff, P. A.: Sur les problömes d’interpolation et d’extrapolation des suites 
stationnaires. C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 30, 13—17 (1941). 
‘“ Les problemes generaux d’interpolation et d’extrapolation des suites stationnaires 
Bi ont ete consideres et resolus par A. Kolmogoroff [Bull. Acad. Sci. URSS, Ser. 
Sp Math. 5, 3—14 (1941); ce Zbl. 24, 159]. L’auteur considere un cas particulier oü le 
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coefficient de correlation entre deux termes de la suite döcroit d’abord (si la difference 

des deux indices augmente) de 1 & 0 en progression arithmetique et ensuite reste nul; 

il trouve la solution des problömes proposes au moyen d’une methode &l&mentaire. 
B. Hostinsky (Brünn). 

Wald, A., and J. Wolfowitz: Note on eonfidence limits for eontinuous distribution 
funetions. Ann. math. Statist. 12, 118—119 (1941). 

In einer früheren Arbeit [Ann. math. Statist. 10, 105—118 (1939); dies. Zbl. 21, 
424] haben Verff. das Problem behandelt, aus n voneinander unabhängigen zufälligen 
Beobachtungen z,, .. ., x, einer Zufallsvariablen X Mutungsgrenzen (confidence limits) 
für das unbekannte kontinuierliche Verteilungsgesetz von X zu bestimmen. Verff. 
weisen nun auf Arbeiten von A. Kolmogoroff [Giorn. Ist. Ital. Attuari 4, 83—91 
(1933); dies. Zbl. 6, 174] und N. Smirnoff [Rec. math. Moscou, N. s. 6, 3—26 (1939); 
dies. Zbl. 22, 245] hin, welche für große Stichproben eine bedeutend handlichere Lösung 
des Problems liefern. M. P.@Geppert (Bad Nauheim). 

Bernstein, S.: On „fidueial“ probabilities of Fisher. Bull. Acad. Sci. URSS, Ser. 
Math. 5, 85—93 u. engl. Zusammenfassung 94 (1941) [Russisch]. 

Verf. weist auf gewisse Widersprüche hin, die sich bei Gegenüberstellung der 
R. A. Fisherschen ‚„Vertrauenswahrscheinlichkeit‘‘ mit der Bayesschen Formel er- 
geben. Wassilij Höffding (Berlin). 

Wilks, S. S.: Determination of sample sizes for setting toleranee limits. Ann. math. 
Statist. 12, 91—96 (1941). 

Eine Zufallsvariable X unterliege einem unbekannten, kontinuierlichen Verteilungs- 
gesetz f(x). Aus der Gesamtheit U werden Stichproben vom Umfange n entnommen; 
der r-te kleinste und der r-te größte Wert in einer Stichprobe werden als zugehörige 
Duldungsgrenzen (tolerance limits) Z,, L, der Variablen X bezeichnet. Der Prozent- 
satz P derjenigen ÄX-Werte der Gesamtheit U (unter allen X-Werten von U), die 
innerhalb der Duldungsgrenzen ZL,, L, einer Stichprobe liegen, ist eine Zufallsvariable, 
deren Verteilungsgesetz unabhängig von (x) 

I(n-+]) 
Kar Tom+ij.Tü-an + N 
und deren mathematische Erwartung 


pl es Pya=e) (r+1)-17Pp 


1 
2r 

fr-amar=a=1- 

0 

lautet, wobei nur angenommen ist, daß r = (1 — a) (n + 1)/2 eine positive ganze Zahl 

sei. Ist daher nach der Größe n der Stichproben gefragt, die notwendig ist, damit 

die totale Wahrscheinlichkeit dafür, daß P zwischen gegebenen Grenzen b, c liege, 


c 
mindestens 7 sei, so ist der kleinste n-Wert zu bestimmen, für den T g(P)dP=piist, 


ö 
während gleichzeitig (1 — a) (n + 1)/2 eine ganze Zahl ist. Die Frage läßt sich analog 
bei unsymmetrischer oder nur einseitiger Festsetzung der Duldungsgrenzen lösen. 
Unter der speziellen Annahme einer Normalverteilung f(x) ergibt sich eine bessere 
Lösung, wenn & + ks (< = Mittelwert, s? = Streuung in der Stichprobe) als Duldungs- 
grenzen definiert werden und k mit Hilfe der t-Verteilung so bestimmt wird, daß der 
Erwartungswert von P a beträgt. M. P.Geppert (Bad-Nauheim). 

Sehelling, Hermann von: Statistische Schätzungen auf kombinatorischer Grund- 
lage. Z. angew. Math. Mech. 21, 52—58 (1941). 2 

Aus einer Gesamtheit von N Größen 2,, %,...,2y mit dem Mittelwert 2 und 
den auf & bezogenen Momenten u,(2y), Hs(&y) usw. werde eine Stichprobe vom Um- 
fange n mit dem Mittelwert M herausgegriffen. Verf. berechnet das zweite und dritte 
Moment der Verteilung von M exakt und leitet daraus, indem er die darin auftretenden 
Momente u;(&y) und uz(2y) durch ihre optimalen Schätzungen aus der Stichprobe 
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ersetzt, näherungsweise Streuung und Schiefe der M-Verteilung als Funktionen der 
beobachteten Streuung und Schiefe in der Stichprobe ab. Hieraus ergeben sich Mu- 
tungsgrenzen für x, die im Falle der Älternative mit den auf das Urnenschema ‚ohne 
Zurücklegen“ ausgedehnten sog. Priggeschen Mutungsgrenzen übereinstimmen. Das 
Ergebnis wird auf den Vergleich zweier Mittelwerte und insbesondere auf den Vergleich 
zweier Häufigkeiten angewandt. Schließlich ergänzt Verf. ein von R. A. Fisher [J. 
R.anthrop. Inst. 64, 57 (1936)] stammendes, auf der Verteilung der Differenzd=M, — M, 


fußendes Verfahren zum Vergleich der Mittelwerte zweier Reihen %,,..., Im und 
Yıs= = Yn durch Berechnung der ersten drei Momente der d-Verteilung; hierbei be- 


deuten M, und M, die Mittelwerte der jeweils durch zufallsmäßige Aufteilung der 

m + n zusammengeworfenen Werte gewonnenen zwei Teilreihen vom Umfange m 

und n [vel. von Schelling, Naturwiss. 28, 430—431 (1940); dies. Zbl. 28, 245]. 
M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Dressel, Paul L.: A symmetrie method of obtaining unbiased estimates and expected 
values. Ann. math. Statist. 12, 84—90 (1941). 

Aus einer Gesamtheit von N Elementen wird ohne Zurücklegen eine Stichprobe 
des Umfangs n entnommen. Dann wird einmal nach den Erwartungswerten E(m,) für 
die zentralen Momente der Stichprobe, ausgedrückt durch die zentralen Momente u; der 
Gesamtheit, gefragt, umgekehrt werden aber auch Schätzungen für #; unter Benutzung 
beobachteter m; verlangt. Durch eine symbolische Schreibweise stellt Verf. eine volle 
Symmetrie zwischen den beiden Aufgaben her und kommt entgegen anderweitigen 
Versuchen bis zu ? = 5 mit formal recht einfachen Ausdrücken aus. v. Schelling. 

Neyman, J.: On a statistieal problem arising in routine analyses and in sampling 
inspeetions of mass produetion. Ann. math. Statist. 12, 46—76 (1941). 

Aus einer Gesamtheit werden N Stichproben des Umfangs n erhoben, gesucht 
sind Mutungsbereiche für die wahren Mittelwerte der Stichproben. Da n sehr klein 
sein soll — im Höchstfall gleich fünf — führt die Benutzung der t-Verteilung bei (n — 1) 
Freiheitsgraden auf leere Aussagen. Wenn man wüßte, daß die wahren Streuungen 
der Stichproben übereinstimmen, also 7 = 03=-:- = 0%, = 0? gälte, so ständen N (n — 1) 
Freiheitsgrade zur Verfügung, das Problem wäre gelöst. Es kommt also darauf an, 
die Hypothese 0? = 0? zu prüfen, womit sich viele Autoren beschäftigt haben. Doch 
entsprechen die bei allen diesen Verfahren zum Vergleich herangezogenen Möglichkeiten 
nach Ansicht des Verf. nicht den wirklichen Verhältnissen. Er schreibt h; = 1/o? und 
nimmt als Alternative an, daß sich die A, nach dem Gesetz 


Se alas halhav 
"kb (1) * 
verteilen. Tafeln zur numerischen Anwendung dieser Probe werden in Aussicht ge- 
stellt. v. Schelling (Berlin). 
Arley, Niels: On the distribution of relative errors from a normal population of 
errors. A discussion of some problems in the theory of errors. Danske Vid. Selsk., Math.- 
fys. Medd. 18, Nr 3, 1—61 (1940). 


Aus einem normalen Kollektiv wird eine kleine Probe von n Elementen ent- 


n n 
nommen und? = = Dias, de = Da 2), nn = " geschrieben. Verf. stellt - 
i=1 i=1 

die Verteilung der relativen Einzelfehler r,; auf, die er durch eine Transformation auf 
die für den relativen Fehler des arithmetischen Mittels gültige {-Verteilung zurückführt. 
Die zunächst auf den Fall unmittelbarer Beobachtungen gleicher Güte beschränkte 
Beweisführung dehnt Verf. auf mittelbare Beobachtungen verschiedenen Gewichts aus. 

Das Ergebnis wird zu einer Prüfung benutzt, ob in größerer Zahl vorliegende Stich- E 
proben gleichen, kleinen Umfangs aus einem normalen Kollektiv stammen können. 
Schließlich zeigt Verf. noch, daß auf Grund seiner Verteilung verschiedene empfohlene 
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Regeln zum Ausschluß extremer Beobachtungen den an sie zu stellenden Anforde- 

rungen nicht genügen. v. Schelling (Berlin). 
® Peters, Charles C., and Walter R. van Voorhis: Statistieal procedures and their 

mathematical bases. New York: McGraw-Hill 1940. XIII, 516 pag. $ 4.50. 


© Kendall, M. 6., and B. Babington Smith: Tables of random sampling numbers. 
(Traets f. Computers. Nr. 24.) Cambridge: Univ. press 1939. X, 60 pag. 3/9. 

Madow, William 6.: Note on tests of departure from normality. J. Amer. Statıst. 
Assoc. 35, 515517 (1940). 

Un test frequemment employ& (celui du g, et 9) amenait & rejeter P’hypothöse 
de la normalit& avec une probabilit& d’erreur qu’on admettait jusqu’ & present &tre 
de 0,05. L’auteur montre qu’en realit& cette probabilit& est de 0,0975. Il propose 
deux autres tests fondes sur l’emploi des m&mes grandeurs et donnant 0,05 comme 
probabilite d’erreur. Le premier consiste & modifier la limite & partir de laquelle l’hypo- 
these sera rejetee et le second consiste ä former le g? & partir de g, et g,, et ildonne la 
limite de signification de ce test. Daniel Dugue (Paris). 

Wald, Abraham: Asymptotieally most powerful tests of statistical hypotheses. 
Ann. math. Statist. 12, 1—19 (1941). 

Es gelingt Verf., eine Brücke zu schlagen zwischen zwei grundsätzlich verschie- 
denen Verfahren, den asymptotisch wirkungsvollsten Proben (asymptotically most 
powerful tests) und der Methode der optimalen Schätzung (maximum likelihood). 
Zwischen den Ergebnissen zweier getrennter Schulen, die in scheinbar divergierenden 
Richtungen gearbeitet haben, stellt Verf. damit eine beachtliche Verbindung her. 

v. Schelling (Berlin). 

@ Tintner, Gerhard: The variate difference method. Bloomington (Indiana): 
Principia press 1940. 175 S. $ 2.50. 

Ornstein, L. S., and J. M. W. Milatz: The analogy between the statistics of numbers 
and statistieal mechanies. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 44, 163—172 (1941). 

Apres avoir rappel& un certain nombre de formules et de resultats connus con- 
cernant les nombres «normaux» dans le systeme binaire et dans le systeme d&cimal, les 
auteurs signalent des rapports entre les statistiques numeriques et la mecanique sta- 
tistique. En particulier la combinaison par addition ou multiplication de deux en- 
sembles de nombres fournit des ensembles du m&me type ou possedant les m&mes pro- 
prietes. Le m&moire se termine par un theor&me de minimum analogue aux the&or&mes 
de minimum de mecanigue. Daniel Dugue (Paris). 

Hulme, H. R.: The statistieal theory of errors. Monthly Not. Roy. Astron. Soc. 
100, 303—314 (1940). 


Zusammenfassende, klare Darstellung der statistischen Fehlertheorie und der wesent- 
lichen Aspekte derselben: Bayesscher Rückschluß unter Annahme konstanter Anfangs- 


wahrscheinlichkeit (Principle of Inverse Probability), Maximum-likelihood-Prinzip, Theorie. 


der kleinen Stichproben, Mutungskriterien (‚„fiducial-probability“-Tests), y’-Verfahren. 
M. P.@Geppert (Bad Nauheim). 


Malmquist, K. 6.: The elimination of the effects of aceidental errors of measure- 
ınents in statistical investigations. Ark. Mat. Astron. Fys. 27 A, Nr 24, 1—13 (1941). 


Verf. zeigt, daß ein von A. S. Eddington (dies. Zbl. 24, 266) behandeltes Problem und. 


seine teilweise Lösung sachlich identisch sind mit einer stellarstatistischen Aufgabe, die er 
selbst vor langen Jahren [Lund Medd. Ser. 11, Nr 22 (1920)] bearbeitet hat. Durch eine 
geeignete Übertragung seiner früheren Ergebnisse vermag er Schwierigkeiten zu überwinden, 
welche die Untersuchung von Eddington noch offen gelassen hat. v:Schelling (Berlin). 
Burkhardt, Felix: Über Umkehrung und Verknüpfung von statistischen Beziehungen. 
Arch. math. Wirtsch.- u. Sozialforschg 7, 1—8 (1941). 
Verf. überträgt das Prinzip von Le Chatelier auf die statistische Methodenlehre. 
Es ist gleichbedeutend damit, daß bei der Umkehrung einer statistischen Abhängigkeit 
eine „Wendung“ auftritt, d.h. Vorzeichenwechsel des Korrelationskoeffizienten. In 


diesem Fall wirkt die sekundäre Änderung der beeinflußten Größe dämpfend auf die 
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Änderung des kausalen Faktors, also im Sinne der Wiederherstellung des Gleich- 
gewichtszustandes. Bei Umkehrung ohne Wendung (ohne Vorzeichenwechsel des Korr.- 
Koeffizienten) verstärkt die Änderung der beeinflußten Größe die Gleichgewichts- 
änderung. — Durch Aufspaltung und Verknüpfung statistischer Beziehungen leitet 
Verf. ferner in einem demographischen Beispiel statistische Ungleichungen ab. Sie 
besagen, daß die Knabenübersterblichkeit bei Ehelichen größer ist als bei Unehelichen 
(bzw. die Übersterblichkeit der Unehelichen bei Knaben kleiner als bei Mädchen) und 
daß die Männerübersterblichkeit in der Stadt größer ist als auf dem Lande (bzw. die 
Übersterblichkeit der Stadtbevölkerung bei Männern größer als bei Frauen). 
Hasso Härlen (Leipzig). 

Dwyer, P. $.: The skewness of the residuals in linear regression theory. Ann. math. 
Statist. 12, 104—110 (1941). 

Es seien , y zwei Zufallsvariablen mit den Mittelwerten M,, M, und dem Korre- 
lationskoeffizienten r und = y — b, — b}r die Abweichungen der y-Werte von den 
zugehörigen Ordinaten der Regressionsgeraden von y in bezug auf x. Dann drückt 
sich die Schiefe der Verteilung von &, 

Iy—-bu— bir)? _ os < Ira + Irraaı = r’og0 
N:.o 22 (1-r)% 


A3,g = ’ 
durch die Schiefen der Randverteilungen von 2 — M, und y— M, und Momente 
der zweidimensionalen (x — M,) (y — M,)-Verteilung, 


%z0 = %ys = = Fer En s ne Em Et 
aus. Zur praktischen Berechnung dieses Ausdruckes baut Verf. ein von ihm behan- 
deltes [The computation of moments with the use of cumulative totals, Ann. math. 
Statist. 9, 288—304 (1938); dies. Zbl. 20, 242] Summenverfahren weiter aus. 
M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Dwyer, P. $S.: The ealeulation of eorrelation eoeffieients from ungrouped data with 
modern ealeulating machines. J. Amer. Statist. Assoc. 35, 671—673 (1940). 

Falls eine vollautomatische Rechenmaschine zur Verfügung steht, hält es Verf. 
nicht mehr für notwendig, bei weniger als 250 Fällen ein Material zur Ermittlung des 
Korrelationskoeffizienten in Klassen einzuteilen und dadurch eine gewisse Unsicherheit 
hineinzubringen. Er gibt genaue Rechenanweisungen, die allerdings teilweise auf eine 
spezielle amerikanische Maschine (Monroe Company, model A 1) zugeschnitten sind. : 

v. Schelling (Berlin). 

Bojarski, A.: Sur la correlation geomötrique. Bull. Acad. Sci. URSS, Ser. Math. 5, 
159—164 u. franz. Zusammenfassung 164 (1941) [Russisch]. 

Soit /(%1, 2) une fonction donnee de coordonnees x,, 2, d’un point dans le plan 
{ou sur une surface); nous supposons que la valeur moyenne de / soit &gale A zero et 
celle de son carr& soit &gale & l’unite. Si (2), %,) est un point pris au hasard, (X,, X,) 
un autre tel que la distance de ces points soit &gale & A, la valeur moyenne du produit 
a1, %). f(&ı + X1, 2% + X,) depend en general de X, et X,; mais elle peut dans 
certains cas dependre de A seulement. C’est le cas envisag& par l’auteur. La valeur 
r(A) de cette valeur moyenne s’appelle alors coefficient de correlation entre deux 
points. L’auteur considere differentes autres quantites qui se döduisent de r(A) et il _ 
s’occuppe en particulier du cas oü il s’agit de l’interieur d’un cercle. B. Hostinsky. 

Knudsen, Lila F.: Interdependence in a series. J. Amer. Statist. Assoc. 35, 507—514 
(1940). 

Die Analyse von Zeitreihen wird öfters dadurch erschwert, daß benachbarte Beob- 
achtungen nicht unabhängig, sondern korreliert sind (Reihenkorrelation, Nachwirkung; 
siehe z. B. Wold, dies. Zbl. 19, 356). Verf. erwähnt die einfachsten Methoden, die zur 
Behandlung solcher Reihen vorgeschlagen wurden, und berechnet die Reihenkorrelation 
zahlreicher Preisreihen. Herman Wold (Stockholm). 


an 
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Lense, Josef: Bemerkungen zur Ausgleiehungsreehnung. Z. Vermessungswes,, 
Stuttg. 70, 215—223 (1941). 


Nach einer knappen Darstellung der Theorie der linearen Gleichungssysteme ohne Ver- 
wendung der Determinanten werden ohne Benützung der Differentialrechnung die bekannten 
Formeln der Ausgleichsrechnung vermittelnder und bedingter Beobachtungen abgeleitet; 
es wird dabei in einfacher Weise gezeigt, daß die Summe der Fehlerquadrate ihren kleinsten 
Wert annimmt, und die Frage der Auflösbarkeit der Normalgleichungen studiert; es ergibt 
sich dabei, daß die Frage nach dem kleinsten mittleren Fehler gleichwertig mit der Frage 
der kleinsten Fehlerquadratsumme ist; zur Ermittlung des mittleren Fehlers einer Funktion 
wird das Fehlerfortschreitungsgesetz herangezogen. Die leitenden Grundsätze der Arbeit 
wird man in Vorlesungen, in denen ein Mindestmaß an algebraischen Kenntnissen und an 
Wissen von der Analysis vorausgesetzt wird, mit großem Nutzen verfolgen. F. Knoll (Wien) 


Kavanagh, Arthur J.: Note on the adjustment of observations. Ann. math. Statist. 
12, 111—114 (1941). 

Sind die beobachteten Koordinaten des i-ten Zentroids X: (x —=1,2,...,g), die 
geglätteten Werte z,; und V.;=Xs:— ai, und nimmt man ein Fehlergesetz von 


n 
der Form ep IQ) 


i=1 q 


(1) = D wesiVaiVei 


a,ß=1 

an, sind ferner die Lagen der geglätteten Punkte durch die Bedingungen 
(2) Bel 2 a Dis Par DO, <ael,2,.ı.,v, 
festgelegt (P,, Pa; - - -, 2, noch zu bestimmende Parameter), so kann man verlangen, 
daß exp(D)Q;) zu einem Minimum werde und dabei den Nebenbedingungen (2) ent- 
sprochen werde. Die Lösung der Aufgabe nach der Methode von Lagrange wird an- 
gedeutet. Die Anwendung in gewissen Fragen der mathematischen Statistik ist er- 
sichtlich. F. Knoll (Wien). 

Consael, Robert: Sur une gen£ralisation des formules d’ajustement de E. T. Whittaker. 
Mitt. Vereinig. schweiz. Versich.-Math. 41, 95—107 (1941). 

Setzt man voraus, daß die Abweichungen u, — ul,...,W — u; A3u, ..., A®u), 


2n 
einer Häufigkeitsfunktion von der Form Z=Z, SE [2R- a Ras = genügen, 
aß=1 
WO %%, 2a irgendwelche der obigen Abweichungen bedeuten, während die o, die 
quadratischen Abweichungen, r„; die Korrelationskoeffizienten, R= |r.5|, raa=1, 
und R,; die Unterdeterminanten von R sind, so kann man verlangen, daß die u, so 
bestimmt werden, daß Z ein Maximum wird. Nimmt man dann an, daß vr, „+2 = ?ı,n+3 
=. =fg,n+1°'" —=0, so vereinfacht sich R und damit auch Z, das dann in die 
Form Z=Z, exp [-1/2{h?Xa5 + 1220) — 2rhi&z,x,y] gebracht werden kann. 
Aus den Bedingungen für das Extremum unter Hinzunahme geeigneter Randbedin- 
gungen gelangt man dazu, daß die Differenzengleichung: 
—e(u, — 1) — Au -3 +0 Alu -3 — u) te Au = 0 
von u/ erfüllt werden muß. Die Lösung dieser Differenzengleichung wird nach der 
Operatorenmethode unter Heranziehung komplexer Integrale für die Koeffizienten 
durchgeführt. Man erkennt, daß die Momente O., 1. und 2. Ordnung erhalten bleiben. 
F. Knoll (Wien). 

Hotelling, Harold: Experimental determination of the maximum_of a function. 
Ann. math. Statist. 12, 20—45 (1941). 2 

Gesucht wird die genaue Lage des Maximums einer flachen Frequenzkurve, die 
durch Anpassung einer Parabel zweiter Ordnung bestimmt wird. Zwei Fehlerquellen 
treten dabei auf: 1. Beobachtungsfehler, die mit wachsender Zahl der Beobachtungen 


‘abnehmen, deren Einfluß aber wächst, wenn sich die Grundpunkte der Parabel näher 


an den Kurvenscheitel heranschieben; 2. systematische Fehler, die davon herrühren, 
daß der Kurvenverlauf an der fraglichen Stelle nicht streng quadratisch ist. Diese 
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verkleinern sich umgekehrt, wenn die Grundpunkte der Parabel zusammenrücken; sie 
bleiben aber unbeeinflußt von der Anzahl der Beobachtungen. Durch ein geschicktes 
Abwägen zwischen den beiden Fehlern glaubt Verf. ein in gewisser Hinsicht „bestes“ 
Verfahren angeben zu können, dessen Benutzung er durch eine kleine Tafel ermöglicht. 
Der Arbeitsaufwand wird sich aber nur selten lohnen. v. Schelling (Berlin). 
Vernotte, Pierre: Dötermination des &l&ments de symötrie d’une eourbe experimen- 
tale. Formes analytiques eonvenant & la repr&sentation des ares exp6rimentaux striete- 
ment limitös; cas des ares symötriques. C. R. Acad. Sci., Paris 211, 134—136 (1940). 
In Ergänzung und Fortsetzung seiner früheren Untersuchungen [C. R. Acad. Scı., 
Paris 210, 329-331, 475—477 (1940); dies. Zbl. 28, 346] gibt Verf. einige Formeln 
zur Bestimmung der Symmetrieachsen einer experimentellen Kurve und zeigt, wie in 
der Darstellung mit Exponentiellen einer Kurve mit Symmetrieelementen die Anzahl 
der zu bestimmenden Parameter sich reduzieren läßt. Bossolasco (Milano). 


Versicherungsmathematik : 


Kobbernagel, P.: On the mortality in Danish burial societies. Skand. Aktuarie 
Tidskr. 24, 77—112 (1941). 

Statistische Untersuchung der Erfahrungen von 1225 Begräbniskassen (1900—1940) 
mit besonderem Hinblick auf Berufssterblichkeit und Todesursachen. | 

Herman Wold (Stockholm). 

Haaften, M. van: Sparversicherung und Lebensversicherung mit Wiederversiehe- 
rung. Verzekerings-Arch. 22, 273—276 (1941) [Holländisch]. 

Nachweis; daß die Erlebensfallversicherung mit Rückgewähr der zum Rechnungszinsfuß 
aufgezinsten Prämien bei vorzeitigem Tode gleichwertig mit der „Sparversicherung‘ (Spar- 
vertrag ohne Versicherungsschutz) ist. Hasso Härlen (Leipzig). 

Malmquist, F.: Abfindung beim Rücktritt vom Lebensversicherungsvertrag. Skand. 


Aktuarie Tidskr. 24, 70—76 (1941). 

Mit Rücksicht auf die schwedischen Verhältnisse wird die Frage behandelt, ob die Ab- 
findungswerte während der ganzen Versicherungsdauer nach den für die Berechnung der Tarif- 
prämie maßgebenden Rechnungsgrundlagen zu bestimmen sind, oder ob sie sich nach den 
Rechnungsgrundlagen für die Berechnung des in der Bilanz eingestellten Deckungskapitals 
richten soll. In Schweden sind die Tarifprämien für einen beträchtlichen Teil des Versicherungs- 
stockes nach einem Rechnungszinsfuß von 4% berechnet, die von den neuen Kapitalanlagen 
herfließenden Zinsen sind aber seit mehreren Jahren viel niedriger. Um die Zinsenverluste 
zu ersetzen, ist es notwendig, alle Gewinnquellen für diesen Zweck in Anspruch zu nehmen. 
Eine solche Gewinnquelle entsteht, wenn man beim Rücktritt für die älteren Versicherungen 
die Abfindungswerte nach den Rechnungsgrundlagen der Tarifprämien berechnet. Diese Ge- 
winnquelle wird für einen Stock von gemischten Versicherungen näher untersucht. Das kleinste 
Vermögen, das zur Versicherungsdauer t für den betrachteten Stock vorhanden sein muß, 
damit die Versicherungsleistungen als sichergestellt angesehen werden können, wird festgestellt 
und dann die Zinsenmarge gesucht, die der Berücksichtigung eines bestimmten vorzeitigen 
Abganges entspricht. Janko (Prag). 


Ringh, K. de: Über einige Formen von kombinierter Versicherung von Invaliditäts-, 
Alters- und Überlebensrenten. Verzekerings-Arch. 22, 319—324 (1941) [Holländisch]. 
Für die gleichbleibende kombinierte Versicherung zweier Leben mit Übergang eines 
Bruchteils auf den Überlebenden wird der Nettobarwert 
ara, + Play + Ylazy — az yal BET 


für eine jährlich bis zum Betrag der gleichmäßig steigenden Rente: 
n—1l 
Zi Aula, + Bra, + yrazy — a, um). 


Nimmt man die Sterblichkeit der Invaliden gleich der der Aktiven, so kann man 
“a,"a, und “a,, durch a, usw. ersetzen. Eine ganze Seite der kleinen Arbeit ist, was sich 
in dieser Fachzeitschrift wohl erübrigt, mit Erklärung der versicherungstechnischen 
Symbole gefüllt, auch solcher, die in der Arbeit nicht vorkommen, während **4,, 
fehlt. Lorey (Frankfurt a.M.). 
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